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����� N � {�, �, . . .}� N� � N \ {�}�
Ǳ�������	
���� ������	�� 	
��
�� �	������ � ������		�� �����	�

��� ∗ �	
������� 
����� ������ � ����
�� ��� ∗ � �� � ��� ��	�����
		��
������
	��� � !�� ��	�����
		�" �	����� T � T ′ �����
��	�� f # T → T ′

	
��
�� �	��
����� ���� f�∗ � ∗� $ ��	�����
		�� �	������� T 
���%��
���
	
 
����
 �����
 〈T 〉� �����&'		
� �����	�
�� (t)� t ∈ T � � ����&��'	�
	
� ����	�*�	��� (∗) � �� !�� ��	�����
		�" �	����� T � T ′ � ���
		���
�����
��	�� f # T → T ′ ����&����� �������+��� 〈f〉 # 〈T 〉 → 〈T ′〉� ���
�
�
〈f〉�(t) � (f�t )� t ∈ T �

!�� ����
 q ∈ N � ��	�����
		��� ������
	��
 X # ����, -qX � ��	����
��
		�� �	������ 	������	�" ���
		�" �����
��	�. a # Sq → X �∗�Sq �
{∗} � &�� �����
��	�� a ∈ -qX ����, /a0 ∈ πqX � ��� �������������. ��
��1
����, 2qX � 345�〈Sq〉, 〈X〉 �

��	�	
���������� 	
��
�� ��
��6 �������������6 ���
��	�	���,� Ǳ���
���
	��� X 	
��
�� ����������� ���� ��8����6� ������	�� ������
	���
Y � ���
��	�	���, h # X → Y �

�� �������� Ǳ���� �
�� ����� m ∈ N� � �����	����� ���������� �������
��	
���� ������
���	� X� Ǳ���������� ��� ������ πqX� q ∈ N�� �������
��������� ��� r ∈ N ����� Qr ⊂ �2mX ⊗r � ��������
� ��������
�
 ������
�� 〈a〉⊗r� a ∈ -mX� !���
 ��� ��"��� ����
����� "���#��� r ∈ N

��$���	��� �
��% �������&��� l # Qr → πmX� ��� l�〈a〉⊗r � /a0� a ∈ -mX�

'"�������� 9����� ��	��	�. �����&'		���� �
����� ��*	��� Ǳ��
����
��� ������ �&	����	���� ��8����		� ���� m > � � �:���� ���,� &���
����
	� �������������. ��������� ;��� �����,������ &�.���� +�	&
��	�
�,	�.
������ ��	�����
		��� ������
	��
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�
"�
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<��,�'� �����
��	�� p ∈ -�X � q ∈ -mX � Ǳ���, p� � ∗ ∈ -�X � p� � p�
<��,�'� �������,	�� r ∈ N� Ǳ���,

B �
( r∨

s��

S�
)
∨ Sm, Ae�...er

�
( r∨

s��

pes

)
∨ q # B → X, e�, . . . , er � �, �.

Ǳ���, j�, . . . , jr ∈ -�B� k ∈ -mB � �
	�	������� ����	��� h ∈ -mB �
�����
��	�� � /h0 � /j�0 . . . /jr0/k0�

ae�...er
� Ae�...er

◦ h ∈ -mX, e�, . . . , er � �, �.

=���� �&��,� ��� ���, �
��� �������+���� V�, . . . , Vr, W # 〈B〉 → 〈X〉� ���

〈Ae�...er
〉 � e�V� > . . . > erVr > W, e�, . . . , er � �, �.

Ǳ���, vs � Vs ◦ 〈h〉 ∈ 2mX � s � �, . . . , r� w � W ◦ 〈h〉 ∈ 2mX � �����

〈ae�...er
〉 � e�v� > . . . > ervr > w, e�, . . . , er � �, �.

?	
���� �
� 	����&	� �&��,�∑
e�,...,er��,�

�−� e��...�er〈ae�...er
〉⊗r � �.

@��� ��8������ ������. �������+���� ��∑
e�,...,er��,�

�−� e��...�er /ae�...er
0 � �.

=���� �&��,� ���

/ae�...er
0 � /p0e��...�er /q0, e�, . . . , er � �, �.

Ǳ��&�������� ��� �����
��	�� p� q ���
	� �
�� ��� /p0t/q0 � �−� t/q0� t ∈ Z�
� �����	� /q0 ����� �����	��	�. ����&�� ��
� ��
��� 	
������� ���� m �'�	�
� X � RPm � A��&
 ∑

e�,...,er��,�

�−� e��...�er /ae�...er
0 � Br��/q0 	� �.

Ǳ�
� ���
�
������	
� !��
�
���,��� ������� �� ����
�	�. � �
%��	
�,	�.
�
���.� ���������		� �����	�6 ������ πmX ���� §�C � < ����
�	�. �
���
������
	��� X �
��	����� 	
 ������
	��� � ����
�	��� ��	��	��� �������
��������� �����
�� �§D � �����,������ �"��
 ����&
 $���
# ��������������
������ ��
&*� m�. �������		� �	�����
6���� 
 � m�. �
��� �����	����� ���
����
 E�����
 �§F � < �
%��	
�,	�. �
��� &��
���� ����"�& �� ������
	��

X � ��� ������
	��� �����,� �&�� �� ������� G
��
	
 � $���
� �
%��	
�,�
	�. �������������. ��
�� �+����&
 ����&������� ��� �������������� ��
��
��� ����	��� ����� ������
	��
 �����, �����,������ �&	
 ��&��, ��� ��
�	�.
	
&����.��� 
��
	� ��	�����%�� H���
�I� ��� §§�B� �J �

� �!�"��#�$%&� Ǳ���
	��
 �
&
�� �� �
�����
 � :� ;� E��
����1 &��
�
�
���,���  ��8�" ����
" ���&��� �
����&�	�6 �� ��� �������� HK�����
���
����
� ������ �������" ������
	��I� L
�	�� ������ ���� �����	� �����
�&
�, � M� N� <���� :� O� ?
���,����� ;� @� :	'��� ;� O� ;�%��
����
�� K� Ǳ
	�	���
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� Ǳ���
���	������ ��	�����

�$#�'#(� �%�)��*�#&+� Ǳ���, &
	� ����� q ∈ N � ��	�����
		�� ����
���
	��� X � M����
��	�� J # -qX → 2qX � J�a � 〈a〉� � P # -qX → πqX �
P �a � /a0� 	
��
�� ����	�����

	#",-&��'�##(� �%�)��*�#&+� Ǳ���, &
	� ����� q ∈ N� ��	�����
		��
������
	��
 X � X ′ � 	������	�� ���
		�� �����
��	�� f # X → X ′� Ǳ���,
Hqf # HqX → HqX

′� πqf # πqX → πqX
′� -qf # -qX → -qX

′� 2qf # 2qX → 2qX
′

� �����
��	��� �	&�%���
		�� �����
��	��� f ����
�
�� �-qf �a � f ◦ a�
a ∈ -qX � � �2qf �w � 〈f〉 ◦ w� w ∈ 2qX �

�./ 0,#1%��(� Ǳ���, &
	� ����� q ∈ N� !�� ��	�����
		��� �	����
��
 T ����, PqT � ��	�����
		�� �	������ ��" ���
		�" �����
��	�.
A # Sq → T �∗�Sq � {∗} � !�� ��	�����
		�" �	����� T � T ′ � ���
		���
�����
��	�� f # T → T ′ ����&����� ���
		�� �����
��	�� Pqf # PqT → PqT

′�
���
�
� �Pqf �A � f ◦ A� !�� 
�����. ������ U �	������ PqU � 
����

�����
�

�'�)�"#(� �)� �'( !�,22(� $ �	������� T 
���%����
	
 
����
 �����
�
 〈T 〉� ����&	� �����&'		
� �����	�
�� (t)� t ∈ T � !�� �	�����
 T ����&��
��� �������+��� 〈T 〉 → Z� x 
→ x� ���
�
� (t) � �� t ∈ T � !�� �	����� T � T ′

� �����
��	�� f # T → T ′ ����&����� �������+��� 〈f〉 # 〈T 〉 → 〈T ′〉� ���
�
�
〈f〉�(t) � (f�t )� t ∈ T �

Ǳ�&'�"�#&� 2� ��", 3� Ǳ���, &
	� ����� q ∈ N�� !�� 
�����. ������
U ����, U/q � U ⊗Zq� &�� u ∈ U ����, u|q � u⊗ � ∈ U/q� !�� 
�����" �����
U � V � �������+���
 h # U → V ����, h/q # U/q → V/q � �������+����
����&��'		�. ������� �h/q �u|q � h�u |q� u ∈ U �

p4$2�-&� 5#(� �)� �'( !�,22(� K����� ������ 	
��
�� p����(�
����%�
�&� p � ������� ������ ���� �	
 ��	��	
 � �' ����&�� � �����	, ����
 p�

��6��$%�3.&� �%�)��*�#&+� Ǳ�& 	���
��
�$�� �����
��	��� ��	��
�
�� 	������� ���
��
68���

�&�2 &-&� 5#(� �)7�1%( & ���0&6�(� !�� q ∈ N ����� /q0 � {�, . . . , q}�
!�� �������� ����
 p ������(�
���
� p����(�
���
� 
"���	
 �����
 � �
�
�
� ������%�
�,	
� 
����
 �����
 U � ��� 
����� ������ Uq� q ∈ N� p�
���%�
�,	�� )�����(�
����� ��������	
���� ������	� � ������(�
���
��� �	��
���� ���"�
���� � ������%�
�,	�. ��Q��� � ������%�
�,	�.
���+��� ����������		� �
������� ��	�����
		�" �	����� � ���
		�"
�����
��	�. �������%�
�,	�� ��	�����
		�� �	������ � �� ��� ��� ��	��
����
		�� ������%�
�,	�� �	������1 ��� ������������
� ��
���
%�� � ��	��
����
		�� ������
	���1 �� �� &�� ������%�
�,	�" ���
		�" �����
���
	�. � )�����(�
����� �������� ������	� � �
��� ������%�
�,	�� �	����
��� T � ��� �	�����
 Tq � q ∈ N� ��	��	�� K	
�����	� ��	��
�� ������(��

����� �������� ��������	
���� ������	�� !�� ������%�
�,	�" ��	����
��
		�" �	����� T � T ′ ������%�
�,	�� ���
		�� �����
��	�� f # T → T ′

	
��
�� 	�������� ���� �����
��	�� fq� q ∈ N� �	Q����	��

�"�)#(� 2��$%��#$%'� & %� 2� *��"��� ������
���	�� 	
��
�� ��
���
�
%�6 ������%�
�,	��� ��'�	��� �	�����
� K	
�����	� ��	��
�� ���"���
���"�
����� ���"��� �
�� � �� &�
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�,) & $&�2 �1$� Ǳ���, &
	� ����� r ∈ N� ����� I � /�, �0� Ir � I×r�
M���&	�� ���
��� ����&�������# Ip × Iq � Ip�q �p, q ∈ N � I� � I� �����
Rr � { �z�, . . . , zr ∈ I×r # z� � . . . � zr }� !�� t � �t�, . . . , tr ∈ Ir ����,
t� � �z�, . . . , zr ∈ Rr� �&� zs � ts . . . tr� s � �, . . . , r�

�0���� Ǳ���, &
	� ����� r ∈ N� ����� Sr � Ir/∂Ir� M �����%�� Ir → Sr

��*��# t 
→ t◦ �t ∈ Ir �

��"$%��81�� Ǳ���, &
	� ����� r ∈ N � ��	�����
		�� ������
	��� X �
����� SrX � Ir ×X/�∂Ir ×X ∪ Ir × {∗} � M �����%�� Ir ×X → SrX ��*��#
�t, x 
→ t◦x �t ∈ Ir� x ∈ X � Ǳ���, &
	� ����� q ∈ N�� M���&���� �����
��	��
Zr # -qX → -q�rX �������� 	
��
�� ����"�
��	
���� �
�����%�� � ���
�
�
Zr�a ��t, s ◦ � t◦a�s◦ � t ∈ Ir� s ∈ Iq� a ∈ -qX � E������+��� 	
&����.��
zr # πqX → πq�rX ����&������� ������� zr�/a0 � /Zr�a 0� a ∈ -qX �

Ǳ��$%��#$%'� 2,%�8 & 2�%� 5� !�� ������
	��
 X ����, SX � ������
	�
��� ����. u # I → X � !�� ������
	�� X � X ′ � 	������	��� �����
��	��
f # X → X ′ ����&����� �����
��	�� Sf # SX → SX ′� ���
�
� �Sf �u � f ◦ u�
u ∈ SX � !�� ��	�����
		��� ������
	��
 X ����� TX ⊂ SX �

��6(�+##(� $%�� 1&� Ǳ���, &
	� ��	�����
		�� ������
	��� X � ����
�� q ∈ N�� M���&���� �����
��	�� D # -q��X → -qTX �������� 	
��
�
�� "��������% "���(��% � ���
�
� D�a �s◦ �t � a��t, s ◦ � t ∈ I� s ∈ Iq�
a ∈ -q��X � M���&���� "��������% ������&��� d # πq��X → πqTX � ���
�
�
� d�/a0 � /D�a 0� a ∈ -q��X �

� �)�+ #�2���('#�$%5� !�� �������������" ������
	�� X � Y �����
���
	�� f # X → Y 	
��
�� ��
"� �������	���� ���� &�� �6��" ����
��	���
"
��&��+�
 ������
	��
 T � 	������	��� �����
��	�� k # T → X �����
�
��	�� f ◦ k 	������	��

�� ���
����� �	��������� ������	
� 
 �����
� ������

< ���� �
�
��
+� �&���� ��	�*�	�� ����	���
�,	�. �
�������� ���&�
�����
��	���� �	�����
  
����� ������ � &
6��� ��.��
 ���" ��	�*��
	�.�

�)�6#�9�#&+� Ǳ���, &
	� �	������ T � 
����
 �����
 U � �����
��	��
e # T → U � M���&���� �������+��� e� # 〈T 〉 → U � ���
�
� e��(t) � e�t � t ∈ T �
!�� t ∈ T ����, te � { x ∈ 〈T 〉 # x � �, e��x � e�t }� !�� r ∈ N ����,
//e00r ⊂ 〈T 〉⊗r � ��&�����
� �����&'		
� �����	�
�� x⊗r� x ∈ te� t ∈ T �

�2��"� �#&�� Ǳ���, &
	� �	������ T � 
����� ������ U � V � �����
���
	�� e # T → U � f # T → V � !�� r ∈ N ��*�� e r� f � ���� ��8������ �
��.
�������+��� k # //e00r → V � ��� k�x⊗r � f�t � x ∈ te� t ∈ T � Ǳ�*�� e � f � ����
��8������ �
��� r ∈ N� ��� e r� f �

:��� ;����� Ǳ���� �
�� ������	� T � 
"���	� ������ U � V � ���"�
����
e # T → U � f # T → V � ����� r ∈ N� Ǳ���������� ��� e r� f � !���


e r��� f �

���
�
������	�� A
� �
� e r� f � �� ���, �
��. �������+��� k # //e00r → V �
��� k�x⊗r � f�t � x ∈ te� t ∈ T � M���&���� �������+��� L # 〈T 〉 ⊗ //e00r → V �
���
�
� L�x⊗ z � xk�z � x ∈ 〈T 〉� z ∈ //e00r� ����� 〈T 〉 ⊗ //e00r ⊂ 〈T 〉 ⊗ 〈T 〉⊗r �

'



〈T 〉⊗�r���� !�� t ∈ T � x ∈ te ����� L�x⊗�r��� � xk�x⊗r � f�t � �
� �
� x � ��
k�x⊗r � f�t � ?	
���� e r��� f � �
:�:� ;����� Ǳ���� �
�� ������	� T � 
"���	� ������ U � V � ���"�
����
e # T → U � �������&��� h # U → V � !���
+ 
, e �� h ◦ e- ", ���� h �

�������&���� �� h ◦ e �� e�

���
�
������	�� ����� //e00� ⊂ 〈T 〉⊗� � 〈T 〉� Ǳ���, k # //e00� → U � ����	��
�������+���
 e�� !�� t ∈ T � x ∈ te ����� k�x⊗� � e��x � e�t � �?	
����
e �� e� E������+��� h◦k # //e00� → V &
'� e �� h◦ e� @��� h � ��	����+����
��� �
� ����� �������,� //h ◦ e00� � //e00�� � �������+��� k # //h ◦ e00� → U &
'�
h ◦ e �� e� �
:�<� ;����� Ǳ���� �
�� ������	� T � 
"���	� ������ U � V � W � ���"�
�
���� e # T → U � f # T → V � g # T → W � ����
 r, s ∈ N� Ǳ���������� ���
e r� f � f s� g� !���
 e rs� g�

���
�
������	�� A
� �
� e r� f � �� ���, �
��. �������+��� k # //e00r → V �
��� k�x⊗r � f�t � x ∈ te� t ∈ T � A
� �
� f s� g� �� ���, �
��. �������+���

l # //f 00s →W � ��� l�y⊗s � g�t � y ∈ tf � t ∈ T �
M���&���� �������+��� c # 〈T 〉 → Z� ���
�
� c�x � x� x ∈ 〈T 〉� �����

�������+��� c⊗r # 〈T 〉⊗r → Z⊗r � Z� M���&���� �������+��� h # //e00r → Z ⊕
V � ���
�
� h�z � �c⊗r�z , k�z  � z ∈ //e00r� M���&���� �������+��� F # 〈T 〉 →
Z ⊕ V � ���
�
� F �x � �x, f��x  � x ∈ 〈T 〉� !�� t ∈ T � x ∈ te ����� h�x⊗r �
��, f�t  � F �(t) � ?	
���� U5h ⊂ U5F � A
� �
� 
����
 �����
 //e00r ����&	

��
� ��&�����
 ����&	�. 
�����. ������ 〈T 〉⊗r � �� ���, �
��. �������+���
b # //e00r → 〈T 〉� ��� F ◦ b � h� !�� t ∈ T � x ∈ te ����� b�x⊗r ∈ tf � �
� �
�
F �b�x⊗r  � h�x⊗r � ��, f�t  �

����� //e00⊗s
r ⊂ �〈T 〉⊗r ⊗s � 〈T 〉⊗�rs�� ����� �������+��� b⊗s # //e00⊗s

r →
〈T 〉⊗s� N�	�� ��� //e00rs ⊂ //e00⊗s

r � ����� b⊗s�//e00rs ⊂ //f 00s� �
� �
� &�� t ∈ T �
x ∈ te ����� b⊗s�x⊗�rs� � b�x⊗r ⊗s ∈ //f 00s� �
� �
� b�x⊗r ∈ tf � M���&����
�������+��� m # //e00rs → W � ���
�
� m�Z � l�b⊗s�Z  � Z ∈ //e00rs� !�� t ∈ T �
x ∈ te ����� m�x⊗�rs� � l�b⊗s�x⊗�rs�  � l�b�x⊗r ⊗s � g�t � �
� �
� b�x⊗r ∈
tf � ?	
���� e rs� f � �
:�=� ;����� Ǳ���� �
�� ������	
 T � Z� 
"���	� ������ U � V � ���"�
�
���� g # Z → T � e # T → U � f # T → V � ����� r ∈ N� Ǳ���������� ���
e r� f � !���
 e ◦ g r� f ◦ g�

���
�
������	�� A
� �
� e r� f � �� ���, �
��. �������+��� k # //e00r → V � ���
k�x⊗r � f�t � x ∈ te� t ∈ T � !�� z ∈ Z � y ∈ ze◦g ����� 〈g〉�y ∈ g�z e� �����

�������+��� 〈g〉⊗r # 〈Z〉⊗r → 〈T 〉⊗r� ����� 〈g〉⊗r�//e ◦ g00r ⊂ //e00r� �
� �
� &��

z ∈ Z � y ∈ ze◦g ����� 〈g〉⊗r�y⊗r � 〈g〉�y ⊗r ∈ //e00r� �
� �
� 〈g〉�y ∈ g�z e�

M���&���� �������+��� l # //e ◦ g00r → V � ���
�
� l�w � k�〈g〉⊗r�w  � w ∈ //e ◦
g00r� !�� z ∈ Z � y ∈ ze◦g ����� l�y⊗r � k�〈g〉⊗r�y⊗r  � k�〈g〉�y ⊗r � f�g�z  �
�
� �
� 〈g〉�y ∈ g�z e� ?	
���� e ◦ g r� f ◦ g� �
:�>� ;����� Ǳ���� �
�� ������	� T � 
"���	� ������ U � V � ���"�
����
e # T → U � f # T → V � ����� r ∈ N� Ǳ���������� ��� ��� ��"��� ���������
������	
 D ⊂ T ����� e|D r� f |D� !���
 e r� f �

���
�
������	�� ;
&� ���
�
�,� ��� ��8������ �
��. �������+��� k # //e00r →
V � ��� k�x⊗r � f�t � x ∈ te� t ∈ T � <��,�'� �������,	�� ����� n ∈ N �

4



�����	�� ti ∈ T � xi ∈ tei � i � �, . . . , n� Ǳ���, P ⊂ 〈T 〉⊗r � ��&�����
� �����
�&'		
� �����	�
�� x⊗r

i � i � �, . . . , n� !���
���	� ���
�
�,� ��� ��8������
�
��. �������+��� k′ # P → V � ��� k′�x⊗r

i  � f�ti � i � �, . . . , n� @��, �
���
��	��	�� �	������ D ⊂ T � ��� ti ∈ D� xi ∈ 〈D〉 �⊂ 〈T 〉 � i � �, . . . , n� ����
�� P ⊂ 〈D〉⊗r ⊂ 〈T 〉⊗r� $�8����
	�� 	��	��� �������+���
 k′ ���&��� ��
����� ��� e|D r� f |D� �
:�?� ;����� Ǳ���� �
�� ������	
 J � T � 
"���	� ������ U � Vj� j ∈ J �
���"�
���� e # T → U � fj # T → Vj� j ∈ J � � ����� r ∈ N� Ǳ����

f �
∏
j∈J

fj # T →
∏
j∈J

Vj .

Ǳ���������� ��� e r� fj� j ∈ J � !���
 e r� f � �
:�@� ;����� Ǳ���� �
�� ������	� J � ������	
 Tj� 
"���	� ������ Uj�
Vj� ���"�
���� ej # Tj → Uj� fj # Tj → Vj� j ∈ J � � ����� r ∈ N� Ǳ����

E � �ej j∈J #
∏
j∈J

Tj →
∏
j∈J

Uj , F � �fj j∈J #
∏
j∈J

Tj →
∏
j∈J

Vj .

Ǳ���������� ��� ej
r� fj� j ∈ J � !���
 E r� F �

���
�
������	�� <��,�'� �������,	�. �����	� i ∈ J � L
�������� ������
�
��	�6 &�
��
���

∏
j∈J Uj

E←−−−− ∏
j∈J Tj

F−−−−→ ∏
j∈J Vj

p′
� p

� p′′
�

Ui
ei←−−−− Ti

fi−−−−→ Vi

�&� p� p′� p′′ � �����%��� Ǳ� ����� B�V� &���
���	� ���
�
�,� ��� E r� p′′ ◦ F �

Ǳ� �� 
 ����� B�B� E �� p′ ◦ E � ei ◦ p� A
� �
� ei
r� fi� ��� �� ����� B�C�

ei ◦ p r� fi ◦ p � p′′ ◦ F � A
��� ���
���� �� ����� B�J� E r� p′′ ◦ F � �
:�A� ;����� Ǳ���� �
�� 
"���	
 �����
 U � ����� r ∈ N� '�������� ���"�
�
���� R # U → U⊗r� ���
�
� R�u � u⊗r� u ∈ U � !���
 UW r� R�

���
�
������	�� ����� �������+��� �UW� ⊗r # 〈U〉⊗r → U⊗r� !�� u ∈ U
� x ∈ u�� ⊂ 〈U〉 ����� �UW� ⊗r�x⊗r � UW��x ⊗r � u⊗r � R�u � ?	
����
UW r� R� �
:�B� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ������	� T � 
"���	� ������ U � V � ���"�
�
���� e # T → U � f # T → V � ����� r ∈ N� Ǳ���������� ��� X4YZU � �
� e r� f � Ǳ���� Q ⊂ �Z ⊕ U ⊗r � ��������
� ��������
�  ������
��
��, e�t  ⊗r� t ∈ T � !���
 ��$���	��� �
��% �������&��� l # Q → V � ���
l���, e�t  ⊗r � f�t � t ∈ T �

���
�
������	�� A
� �
� e r� f � �� ���, �
��. �������+��� k # //e00r → V � ���
k�x⊗r � f�t � x ∈ te� t ∈ T � M���&���� �������+��� E # 〈T 〉 → Z⊕U � ���
�
�
E�(t) � ��, e�t  � t ∈ T � ����� �������+��� E⊗r # 〈T 〉⊗r → �Z ⊕ U ⊗r� �����
E⊗r�//e00r � Q� �
� �
� &�� t ∈ T � x ∈ te � �
��	����� &�� x � (t) �����
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E⊗r�x⊗r � E�x ⊗r � E�(t) ⊗r � ��, e�t  ⊗r� !���
���	� ���
�
�,� ��� ���,
�
��. �������+��� l # Q → V � ��� l�E⊗r�z  � k�z � z ∈ //e00r� !�.������,�
	�� ���&
 &�� t ∈ T ��&�� ����, l���, e�t  ⊗r � l�E�(t) ⊗r � l�E⊗r�(t)⊗r  �
k�(t)⊗r � f�t � ��� � ���������� !���
���	� ���
�
�,� ��� //e00r∩[\YE⊗r ⊂ [\Y k�
<��,�'� �������,	�. �����	� z ∈ //e00r∩[\YE⊗r� Ǳ��
���� ��� z ∈ [\Y k� A
�
�
� z ∈ //e00r� �� ���, �
��� ����� n ∈ N� ����
 ai ∈ Z � �����	�� ti ∈ T � xi ∈ tei �
i � �, . . . , n� ���

z �
n∑

i��

aix
⊗r
i .

Ǳ���, B ⊂ Z ⊕ U � ��&�����
� �����&'		
� �����	�
�� E�(ti) � i � �, . . . , n�
M	
 ����&	
� �
� �
� X4YZU � �� Ǳ������ ���, �
��. �������+��� d # B →
〈T 〉� ��� E�d�b  � b� b ∈ B� Ǳ���, yi � d�E�(ti)  � i � �, . . . , n� ����� yi ∈ tei � i �
�, . . . , n� ����� B⊗r ⊂ �Z ⊕ U ⊗r � �������+��� d⊗r # B⊗r → 〈T 〉⊗r� A
� �
�
yi � d�E�(ti)  � d�E�xi  � i � �, . . . , n� �� y⊗r

i � d�E�xi  
⊗r � d⊗r�E⊗r�x⊗r

i   �
i � �, . . . , n� ?	
����

n∑
i��

aiy
⊗r
i �

n∑
i��

aid
⊗r�E⊗r�x⊗r

i   � d⊗r�E⊗r�z  � �,

�
� �
� z ∈ [\YE⊗r� A
� �
� k�x⊗r
i  � f�t � k�y⊗r

i  � i � �, . . . , n� ��

k�z �
n∑

i��

aik�x
⊗r
i  �

n∑
i��

aik�y
⊗r
i  � �. �

:��C� ;����� Ǳ���� �
�� ������	� T � 
"���	� ������ U � V � ���"�
��
��� e # T → U � f # T → V � ����� r ∈ N� Ǳ���������� ��� X4YZU � � �
e r� f � Ǳ����

P ⊂
r⊕

s��

U⊗s

� ��������
� ��������
�  ������
�� �e�t ⊗s r
s��� t ∈ T � !���
 ��$���	���

�
��% �������&��� k # P → V � ��� k��e�t ⊗s r
s�� � f�t � t ∈ T �

���
�
������	�� Ǳ���, Q ⊂ �Z⊕U ⊗r � ��&�����
� �����&'		
� �����	�
��
��, e�t  ⊗r� t ∈ T � A
� �
� X4YZU � � � e r� f � ��� �� �����&�	�6 B�D� ���,
�
��. �������+��� l # Q→ V � ��� l���, e�t  ⊗r � f�t � t ∈ T �

Ǳ���, i � ��, � ∈ Z ⊕ U � j # U → Z ⊕ U � �
	�	������� ����	��� !��
s � �, . . . , r ����&���� �������+��� gs # U⊗s → �Z ⊕ U ⊗r� &�� u�, . . . , us ∈ U
���
�
�

gs�u� ⊗ . . .⊗ us �
∑

t�,...,ts∈N	
t��...�ts�r−s

i⊗t� ⊗ j�u� ⊗ i⊗t� ⊗ . . .⊗ j�us ⊗ i⊗ts .

Ǳ���,

G �
r⊕

s��

gs #
r⊕

s��

U⊗s → �Z⊕ U ⊗r.

=���� �&��,� ��� G��u⊗s r
s�� � ��, u ⊗r� u ∈ U � < �
��	����� G��e�t ⊗s r

s�� �
��, e�t  ⊗r� t ∈ T � Ǳ������ G�P  � Q� Ǳ������ k�z � l�G�z  � z ∈ P � !��
t ∈ T ����� k��e�t ⊗s r

s�� � l�G��e�t ⊗s r
s��  � l���, e�t  ⊗r � f�t � �
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:���� � �"$%'&�� Ǳ���� �
�� ��������	
���� ������	� T � 
"���	� �����
�� U � V � �	��
���� ���"�
���� e # T → U � f # T → V � ����� r ∈ N� Ǳ����
������� ��� X4YZU � � � e r� f � Ǳ����

P ⊂
r⊕

s��

U⊗s

� ��������
� ��������
�  ������
�� �e�t ⊗s r
s��� t ∈ T � !���
 ��$���	���

�
��% �������&��� k # P → V � ��� k��e�t ⊗s r
s�� � f�t � t ∈ T �

���
�
������	�� Ǳ���,

P ′ ⊂
r⊕

s��

U⊗s

� ��&�����
� �����&'		
� �����	�
�� �e�t ⊗s r
s��� t ∈ T � A
� �
� X4YZU �

� � e r� f � ��� �� ����� B���� ���, �
��. �������+��� k′ # P ′ → V � ���
k′��e�t ⊗s r

s�� � f�t � t ∈ T � Ǳ���,

q #
r⊕

s��

U⊗s →
r⊕

s��

U⊗s

� �����%��� N�	�� ��� q�P ′ � P � Ǳ���,

i � ��, �, . . . , � ∈
r⊕

s��

U⊗s.

����� i � ��⊗s r
s�� � �e�∗ ⊗s r

s��� Ǳ������ k′�i � f�∗ � �� A
� �
� ����
��	� i �����&
�� ��&������ [\Y q� �� ���, �
��. �������+��� k # P → V � ���
k�q�z  � k′�z � z ∈ P ′� !�� t ∈ T ����� k��e�t ⊗s r

s�� � k�q��e�t ⊗s r
s��  �

k′��e�t ⊗s r
s�� � f�t � �

�� ���
����� �	��������� 
 p������������ �����
� ������

]��, ����� �
�
��
+
 � ����
 J�^�

�)�6#�9�#&+� !�� ����
 q ∈ Z� 
�����. ������ U � �����	�
 u ∈ U ����,

|q\Uu| �
{

�, ���� u ∈ qU,

� �	
��.

!�� q, z ∈ Z ����, |q\z| � |q\Zz|�
<��� ;����� Ǳ���� �
�� ������� ����� p� ����� m ∈ N� � ����� z ∈ Z�
!���
 ( z − �

pm − �

)
≡ |pm\z| �54W p .

���
�
������	�� @��� z 	≡ � �54W pm � �� ��� ���&��� �� ������� G�����
 �
��	���
�,	�" ���++�%��	�
" ���� /B� �������	�� J0 � �	
�� �����,������
�
�	���� ( z − �

pm − �

)
�

pm−�∑
k��

�−� pm−�−k
( z

k

)
.

Ǳ�� z ≡ � �54W pm �����( z

k

)
≡ � �54W p , k � �, . . . , pm − �

��� ������� G�����
 � ��� � &
'� ���������� �
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<�:� ;����� Ǳ���� �
�� ������� ����� p� ����� k ∈ N� � ����
 x, y ∈ Z�
Ǳ���������� ��� x ≡ y �54W pk � !���
 xp ≡ yp �54W pk�� �

���
�
������	�� Ǳ���, t � xp−�>xp−
y> . . .>yp−�� <�� ��
�
���� ��
	���
�� ��&��6 p� �" p *���� ������� t ≡ � �54W p � ����� xp − yp � t�x− y ≡ �
�54W pk�� � �
� �
� x− y ≡ � �54W pk � �
<�<� � �"$%'&�� Ǳ���� �
�� ������� ����� p� ����� n ∈ N� � ����
 x, y ∈ Z�
Ǳ���������� ��� x ≡ y �54W p � !���


xpn−� ≡ ypn−�
�54W pn .

_�� ���&��� �� ����� J�B� �
<�=� ;����� Ǳ���� �
�� ������� ����� p� ����
 m, n ∈ N� � ����� z ∈ Z�
!���
 ( z − �

pm − �

)pn−�

≡ |pm\z| �54W pn .

_�� ���&��� �� ����� J�� � ���&���� J�J� �
<�>� ;����� Ǳ���� �
�� ������� ����� p� �������� ������	� T � p����(�
�����

"���	� ������ U � V � ���"�
���� e # T → U � f # T → V � Ǳ����������
��� ���"�
���� e ��.����	��� !���
 e � f �

���
�
������	�� Ǳ���, m, n ∈ N� � �
��� ����
� ��� pmU � �� pnV � ��
Ǳ���, q � pm−�� r � pn−�� Ǳ���, s � ����� �����	�� �	�����
 T � $���
���
��� T � {�, . . . , s}� Ǳ���, E � { x ∈ 〈T 〉 # x � � }�

!�� k ∈ N� ����&���� �������+��� bk # Z ⊕ Z → Q� ���
�
� bk�v, z �
z/k − v� v, z ∈ Z� Ǳ���,

b �

q⊗
k��

bk # �Z⊕ Z ⊗q → Q⊗q � Q.

!�� z ∈ Z �����

b���, z ⊗q �

q∏
k��

( z

k
− �

)
�

(z − �

q

)
.

Ǳ���, B � b⊗r # �Z⊕ Z ⊗�qr� � ��Z⊕ Z ⊗q ⊗r → Q⊗r � Q� !�� z ∈ Z �����

B���, z ⊗�qr� �
(z − �

q

)r

≡ |pm\z| �54W pn ,

�� ����� J�C�
!�� t ∈ T ����&���� �������+��� ct # 〈T 〉 → Z� ���
�
� ct�(t) � � � ct�(z) �

�� z ∈ T \ {t}� !�� a ∈ E� t ∈ T ����&���� �������+��� lta # 〈T 〉 → Z⊕Z� ���
�
�
� lta�x � �x, ct�x −ct�a x � x ∈ 〈T 〉� � ������� Dt

a � B ◦ �lta ⊗�qr� # 〈T 〉⊗�qr� →
Q� !�� a ∈ E� t ∈ T � x ∈ E ����� Dt

a�x
⊗�qr� � B��lta 

⊗�qr��x⊗�qr�  �
B�lta�x 

⊗�qr� � B���, ct�x − ct�a  ⊗�qr� ∈ |pm\ct�x − ct�a | > pnZ� !�� a ∈ E
����,

Da �
s⊗

t��

Dt
a # 〈T 〉⊗�qrs� � �〈T 〉⊗�qr� ⊗s → Q⊗s � Q.

8



!�� a, x ∈ E �����

Da�x
⊗�qrs� �

s∏
t��

Dt
a�x

⊗�qr� ∈ |pm\〈T 〉x− a|> pnZ.

Ǳ���, P ⊂ 〈T 〉⊗�qrs� � ��&�����
� �����&'		
� �����	�
�� x⊗�qrs�� x ∈ E�
!�� a ∈ E ����, da # P → Z � ����
8�	�� �������+���
 Da ������ Da�P  ⊂
Z � !�� a, x ∈ E ����� da�x

⊗�qrs� ≡ |pm\〈T 〉x− a| �54W pn �
Ǳ���, A ⊂ E � �
��� �	������� ��� &�� �6���� x ∈ E ��8������ �

�&�	���	�	 �
��. �����	� a ∈ A� ��� x − a ∈ pm〈T 〉� :	������ A ��	��	��
M���&���� �������+��� K # P → V � ���
�
�

K�Z �
∑

t∈T, a∈A∩te

da�Z f�t , Z ∈ P.

Ǳ���, &
	� �����	�� t� ∈ T � x� ∈ te�� �����

K�x
⊗�qrs�
�  �

∑
t∈T, a∈A∩te

da�x
⊗�qrs�
�  f�t �

∑
t∈T, a∈A∩te

|pm\〈T 〉x� − a|f�t ,

�
� �
� pnV � �� Ǳ���, a� ∈ A � �
��. �����	�� ��� x�− a� ∈ pm〈T 〉� A
� �
�
a� ∈ A ⊂ E� �� a� � �� A
� �
� pmU � �� �� e��a� � e��x� � e�t� � A
���
���
���� a� ∈ A∩ te�� < �����&	�. ����� ��
�
���� � t � t�� a � a� �
	� f�t� �
�
� �
� x� − a� ∈ pm〈T 〉� !����" ��
�
���" � a � a� 	��� �
� �
� ��� t 	� t�
����� a� /∈ te� �
� �
� e��a� � e�t� 	� e�t � �
� �
� �����
��	�� e �	Q����	��
$�
�
���� � a 	� a� �
	� 	��6� �
� �
� x� − a� ∈ pm〈T 〉� �� ���&�
���,	��

x� − a /∈ pm〈T 〉 ��
� a�, a ∈ A � a 	� a� � A
��� ���
���� K�x
⊗�qrs�
�  � f�t� �

?	
���� e qrs� f � �

 � !	��������� zT

�)�6#�9�#&+� Ǳ���, &
	� ������%�
�,	�� �	������ T � Ǳ���,

c #
∞∐

q��

Rq × Tq → |T |

� �
	�	�����
� �����%��� !�� ����
 q ∈ N� ����� z ∈ Rq � ��������
 t ∈
Tq ����, zt � c�z, t ∈ |T |� !�� ����
 q ∈ N � ����� z ∈ Rq ����&�����
�����
��	�� zT # Tq → |T |� ���
�
� zT �t � zt� t ∈ Tq�

�)�6#�9�#&+� !�� q ∈ N � i ∈ /q0 ����, τ q
i � ��, . . . , �, �, . . . , � ∈ Rq �i 	���. �

!�� q, r ∈ N � ���
��
68��� �����
��	�� d # /r0 → /q0 ����&����� 
++�		��
�����
��	�� d∗ # Rr → Rq ������� d∗�τ r

j  � τ q
d�j�� j ∈ /r0�

=��� ;����� Ǳ���� �
�� ����� q ∈ N� ����
 z ∈ `abRq � ������(�
�����
������	� T � !���
 ���"�
���� zT # Tq → |T | ��.����	���

���
�
������	�� Ǳ���, &
	� �
��� ��������� t, t′ ∈ Tq � ��� zt � zt′ � Ǳ��
�
���� ��� t � t′� @��, �
��� ����� r ∈ N� ����
 w ∈ Rr � ���
��
68��
�����
��	�� d, d′ # /r0 → /q0� ��� T �d �t � T �d′ �t′ � d∗�w � d′∗�w � z ����
/�� `�B��J0 � Ǳ���, E � { j ∈ /r0 # d�j � d′�j }� A
� �
� d∗�w � d′

∗�w � ���
�
� 	����&	� ��	��,� ����
 w ���	
&����� ������. �������� ��*�	 τ r

j �
j ∈ E� A
� �
� d∗�w � z ∈ `abRq� �� �����
��	�� d|E �6�Q����	�� Ǳ������
���, �
��� ���
��
68�� �����
��	�� c # /q0 → /r0� ��� c�/q0 ⊂ E� d ◦ c � UW ��
���&�
���,	�� d′ ◦ c � UW� ����� t � T �c �T �d �t  � T �c �T �d′ �t′  � t′� �

&%



=�:� ;����� Ǳ���� �
�� ������(�
����� ������	� T � �������� ����
���	� D ⊂ |T |� !���
 ��$���	��� �
��� ����� q ∈ N � ����
 z ∈ `abRq�
��� D ⊂ zT �Tq �

���
�
������	�� !�� ����
 m ∈ N � ����� u � �u�, . . . , um ∈ Rm ����,
‖u‖ � {�, u�, . . . , um, �} ⊂ I� @��� ����� u ∈ Rm� v ∈ Rn �m, n ∈ N �
����
��� ‖u‖ ⊂ ‖v‖� �� ���, �
��� ���
��
68�� �����
��	�� d # /n0 → /m0� ���
u � d∗�v �� ���&�
���,	�� &�� ��������
 t ∈ Tm ����� ut � vT �d��t� ∈ vT �Tn �
Ǳ������ &���
���	�� ����� �	������ ‖z‖ ���� &���
���	� ���,*��# &��
�
�&�. ����� yt ∈ D� �&� y ∈ Rp� t ∈ Tp �p ∈ N � ��������� ��6��	��
‖y‖ ⊂ ‖z‖� �

"� �������������� �����
� ������

��2��&#�#&�� Ǳ���, &
	
 ������%�
�,	
� 
����
 �����
 U � A��&
 |U | �

����
 �����
 �� ��
�� 	������	��� �����	��� � ����
	���� !�� ����

q ∈ N � ����� z ∈ Rq �����
��	�� zU # Uq → |U | � �������+���� !�� q ∈ N

�	������ -q|U | � 
����
 �����
�

>��� ;����� Ǳ���� �
�� ����� m ∈ N � ������(�
���
� 
"���	
 �����
 U �
!���
 	 ��
��
���

2m|U | J←−−−− -m|U | ��−−−−→ -m|U |

��� J � ����	��� ���"�
����� ����� J �� UW�

���
�
������	�� Ǳ���, j # -m|U | → Pm|U |� �������+��� ��6��	��� M����
&���� �������+���� r # 〈|U |〉 → |U |� ���
�
� r�(v) � v� v ∈ |U |� � h # 2m|U | →
Pm|U |� ���
�
� h�w �z � r�w�(z)  � z ∈ Sm� w ∈ 2m|U |� ����� h ◦ J � j�
�
� �
� &�� a ∈ -m|U |� z ∈ Sm ����� h�J�a  �z � h�〈a〉 �z � r�〈a〉�(z)  �
r�(a�z ) � a�z � j�a �z � Ǳ� �� 
 ����� B�B� J �� h ◦ J � j� Ǳ� �� � �����

B�B� j �� UW� A
��� ���
���� �� ����� B�J� J �� UW� �
>�:� ;����� Ǳ���� �
�� ����� m ∈ N� � ������(�
���
� 
"���	
 �����

U � !���
 ����	��� ���"�
���� P # -m|U | → πm|U | � �������&����

$�� /J� ���&����	�� ^ �� !����	�	�� � ���%�� C0� �

#� ���
����� �������������$ �	���������

�2��"� �#&�� Ǳ���, &
	� ������%�
�,	�� �	������ T � ������%�
�,	��

����� ������ U � V � ������%�
�,	�� �����
��	�� e # T → U � f # T → V �
!�� r ∈ N ��*�� e r� f � ���� &�� �
�&��� q ∈ N  &�
��
���

Uq
eq←−−−− Tq

fq−−−−→ Vq

����� eq
r� fq� Ǳ�*�� e � f � ���� ��8������ �
��� r ∈ N� ��� e r� f �

?��� ;����� Ǳ���� �
�� ������(�
����� ������	� T � ������(�
�����

"���	� ������ U � V � ������(�
����� ���"�
���� e # T → U � f # T → V
� ����� r ∈ N� Ǳ���������� ��� e r� f � !���
 	 ��
��
���

|U | |e|←−−−− |T | |f |−−−−→ |V |
&&



����� |e| r� |f |�
���
�
������	�� <��,�'� �������,	�� ��	��	�� �	������ D ⊂ |T |� Ǳ���,
j # D → |T | � ��6��	��� Ǳ� ����� C�B� ���, �
��� ����� q ∈ N � ����

z ∈ `abRq� ��� D ⊂ zT �Tq � @��, �
��� �����
��	�� s # D → Tq� ��� zT ◦ s � j�
L
�������� ������
��	�6 &�
��
���

Uq
eq←−−−− Tq

fq−−−−→ Vq

zU

� zT

� zV

�
|U | |e|←−−−− |T | |f |−−−−→ |V |

M����
��	�� zU � zV � �������+����� ����� |e| ◦ zT � zU ◦ eq
�� eq�

�� �� � ����� B�B� �
� �
�� �� ����� C��� zU � ��	����+���� Ǳ� �����6�
eq

r� fq� Ǳ� �� 
 ����� B�B� fq
�� zV ◦fq � |f |◦zT � A
��� ���
���� �� �����

B�J� |e| ◦ zT
r� |f | ◦ zT � Ǳ� ����� B�C� |e| ◦ j � |e| ◦ zT ◦ s r� |f | ◦ zT ◦ s � |f | ◦ j�

A
� �
� D �������,	�� ��� �� ����� B�^� |e| r� |f |� �
?�:� � �"$%'&�� Ǳ���� �
�� ����� m ∈ N� ������(�
����� ������	�
T � ������(�
����� 
"���	� ������ U � V � ������(�
����� ���"�
����
e # T → U � f # T → V � ����� r ∈ N� Ǳ���������� ��� e r� f � !���

	 ��
��
���

-m|U | �m|e|←−−−− -m|T | �m|f |−−−−→ -m|V |
����� -m|e| r� -m|f |�
���
�
������	�� L
�������� ������
��	�6 &�
��
���

-m|U | �m|e|←−−−− -m|T | �m|f |−−−−→ -m|V |
j′
� j

� j′′
�

Pm|U | �m|e|←−−−− Pm|T | �m|f |−−−−→ Pm|V |
�&� j� j′� j′′ � ��6��	��� N�	�� ��� j′� j′′ � �������+����� Ǳ� �� 
 �����
B�B� -m|e| �� j′ ◦ -m|e| � Pm|e| ◦ j� Ǳ� ����� V��� |e| r� |f |� ?	
���� ��
����� B�c� Pm|e| r� Pm|f |� ?	
���� �� ����� B�C� Pm|e| ◦ j r� Pm|f | ◦ j �

j′′ ◦-m|f |� Ǳ� �� � ����� B�B� j′′ ◦-m|f | �� -m|f |� A
��� ���
���� �� �����
B�J� -m|e| r� -m|f |� �

%� &���	�����' (��������� ) *�������

��2��&#�#&�� Ǳ���, &
	� ����� n ∈ N� � 
����
 �����
 V � M���&���	�
���� /��� §BJ0 ������%�
�,	�� 
����� ������ K�V, n � K� L�V, n � L �
������%�
�,	�. �������+��� c�V, n � c # L → K� !�� q ∈ N Kq � �����

n����	�" ��
��������" ��%���� ��������
 Rq � ���++�%��	�
��  ������
V � Lq � �����
 �n − � ����	�" ��
��������" ��%���. ��������
 Rq � ���+�
+�%��	�
��  ������ V � cq � ����
8�	�� ����
	��	��� �������+���
� !��
����� q, r ∈ N � ���
��
68��� �����
��	�� d # /r0 → /q0 K�d # Kq → Kr �
�������+���� �	&�%���
		�. �����
��	��� d∗ # Rr → Rq� A� �� &�� ����
���%�
�,	�. ������ L� ����� πq|K| � �� q ∈ N� \ {n}� M���&��'	 �
	�	��
�����. ������+��� V → πn|K|� @�� �������%�6 � �������+����� E�����


&2



��	��
�� ��& ��
��
����� ������+����� i # V → Hn|K|� Ǳ�����
	��� |L|
�����
���� A
� �
� cq� q ∈ N� � ������+����� ��� �� /F� d\55e ```�B�F0� c �
�
�����	�� G
	
� �� ���&�
���,	�� �� ������� G����	
 /F� Xf\4Y\5 `������0�
|c| � �
�����	�� $���
�

@��� ;����� Ǳ���� �
�� ����� n ∈ N�� ������(�
����� ��������	
��
��� ������	� T � 
"���	
 �����
 V � �������&��� g # Hn|T | → V � Ǳ����
K � K�V, n � i # V → Hn|K|� ��
��
����% ������&���� !���
 ��$���	���
�
��� ������(�
����� �	��
���� ���"�
���� f # T →K� ��� Hn|f | � i ◦ g�

_�� ���&��� �� ������� �� �	����
�,	�" ���++�%��	�
" � H������� �� �	��
���
�,	�� ���������������� ��
���I /��� Xf\4Y\5 BC�C0� �
@�:� ;����� Ǳ���� �
�� ������� ����� p� ������(�
����� �������� �����
����	
���� ������	� T � ������(�
���
� p����(�
���
� 
"���	
 �����
 U �
p����(�
���
� 
"���	
 �����
 V � ����� n ∈ N�� 	������ e # T → U � ����
���(�
����� �	��
���� ���"�
���� f # T →K�V, n � !���
 e � f �

���
�
������	�� Ǳ���, K � K�V, n � Ǳ� ����� J�^� ���, �
��� r ∈ N� ��� 
&�
��
���

Un
en←−−−− Tn

fn−−−−→ Kn

����� en
r� fn� <��,�'� �������,	�� q ∈ N� L
�������� ������
��	�6

&�
��
���

Uq
eq←−−−− Tq

fq−−−−→ Kq

g′
� g

� h

�
∏

d∈D Un
E��en�d∈D←−−−−−−− ∏

d∈D Tn
F��fn�d∈D−−−−−−−→ ∏

d∈D Kn

�&� D � �	������ ��" ���
��
68�" �����
��	�. d # /n0→ /q0 �

g �
∏
d∈D

T �d , g′ �
∏
d∈D

U�d , h �
∏
d∈D

K�d .

Ǳ� �� 
 ����� B�B� eq
�� g′◦eq � E◦g� Ǳ� ����� B�c� E r� F � ?	
���� �� �����

B�C� E ◦ g r� F ◦ g � h ◦ fq� ;����&	� �&��,� ��� h � ��	����+���� ?	
����

�� �� � ����� B�B� h ◦ fq
�� fq� A
��� ���
���� �� ����� B�J� eq

r� fq� �

+� Ǳ��������� ��	��� �����

�2��"� �#&�� Ǳ���, &
	� ����� m ∈ N � ������
��	
� &�
��
��


gU
e←−−−− gT

s

� r

�
U

e←−−−− T

�� 

�&� T � gT � ������%�
�,	�� ��	�����
		�� �	�����
� r � ������%�
�,	��
���
		�� �����
��	��� U � gU � ������%�
�,	�� 
����� ������� s � ����
���%�
�,	�. �������+���� e� ge � ����	��� L
�������� ������
��	�6
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&�
��
���

-m| gU | �m|e|←−−−− -m| gT |
�m|s|

� �m|r|
�

-m|U | �m|e|←−−−− -m|T |
$��
		�� �����
��	�� G # -m|T | → -m| gT | 	
��
�� ��
����� ��� ��
��
���
�� � ���� -m|r| ◦G � UW � -m|e| � -m|ge| ◦G�

A��� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ������� ����� p� ����
 m, n ∈ N� � ��
�
��
��


gU
e←−−−− gT

g−−−−→ L

s

� r

� c

�
U

e←−−−− T
f−−−−→ K

�B 

��� T � ������(�
����� �������� ��������	
���� ������	�� U � ����
���(�
���
� p����(�
���
� 
"���	
 �����
� e � 	������� f � ������(��

����� �	��
���� ���"�
����� K � K�Zp, n � L � L�Zp, n � c � c�Zp, n �
gT � ������(�
����� ��������	
���� ������	�� r� g � ������(�
�����
�	��
���� ���"�
����� ��
	�% �	
��
� ���
���	� gU � U × L� s � ������
(��� ge � �e ◦ r × g� Ǳ���������� ��� m 	� n� !���
 ��$���	��� ��
���

G # -m|T | → -m| gT | ��� ��	��� �	
��
�
 ��
��
��� �B �

���
�
������	�� L
�������� ������
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��
���

-m|U | ×-m|L| �m|s|×�m|t|←−−−−−−−− -m| gU | �m|e|←−−−− -m| gT | �m|g|−−−−→ -m|L|
�m|s|

� �m|r|
� �m|c|

�
-m|U | �m|e|←−−−− -m|T | �m|f |−−−−→ -m|K|

�J 

�&� t # gU → L � �����%���
<�� �����	�� ����� Kq� q ∈ N� ��� ��	���	�� 	
 p &
6� 	��,� $��&��


���,	�� �� �� ��	� &�� ������ |K| �� ���&�
���,	�� &�� ������ -m|K|�
A� �� &�� ������ -m|L|� A
��� ���
���� ������ -m|K|� -m|L| ���	� ����
�
�, �����	��� ������
	��
�� 	
& ����� Zp� 
 �������+��� -m|c| � ���
	�.	�� �����
��	���� A
� �
� πm|K| � �� 
 |c| � �
�����	�� $���
� ��
�����
��	�� -m|c| �6�Q����	�� ?	
���� ���, �
��� ��	�.	�� �����
��	��
F # -m|K| → -m|L|� ��� -m|c| ◦ F � UW�

A
� �
� ��
�. �
&�
� &�
��
��� �B &��
���� �� ��
�. �
&�
� &�
�
��
��� �J ���� &��
���� M���&���� ������� �����
��	�� G # -m|T | →
-m| gT | �������� -m|r| ◦ G � UW � -m|g| ◦ G � F ◦ -m|f | �����
��
		���,#
-m|f | � -m|c| ◦ F ◦-m|f | �

Ǳ� �� 
 ����� B�B� -m|e| �� -m|e| � -m|e| ◦-m|r| ◦G � -m|s| ◦-m|ge| ◦G�
�� ����� c�B � ���&���� V�B ���&���� ��� -m|e| � -m|f |� Ǳ� �� 
 ����� B�B�

-m|f | �� F ◦ -m|f |� ?	
���� �� ����� B�J� -m|e| � F ◦ -m|f | � -m|g| ◦ G �
-m|t|◦-m|ge|◦G� A
��� ���
���� �� ����
� B�� � B�V� -m|e| � �-m|s|×-m|t| ◦
-m|ge| ◦G� A
� �
� -m|s| ×-m|t| � ������+���� �� -m|e| � -m|ge| ◦G� �

&'



A�:� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ������� ����� p� ����� m ∈ N�� �����	���
��� ������(�
����� �������� ��������	
���� ������	� T � ������(�
���
�
� p����(�
���
� 
"���	
 �����
 U � 	������ e # T → U � Ǳ����������
��� ������ πq|T |� q ∈ N�� p����(�
����� !���
 ��$���	��� ������
��	�
�
��
��
��


gU
e←−−−− gT

s

� r

�
U

e←−−−− T

��� gT � �m − � ��	����� ������(�
����� �������� ��������	
���� �����

��	�� r � ������(�
����� �	��
���� ���"�
����� gU � ������(�
���
�
p����(�
���
� 
"���	
 �����
� s � ������(�
����% �������&���� ge � 	���
����� � ��
��� G # -m|T | → -m| gT | ��� ����

���
�
������	�� $&��
�� ��	��	�� ����� #
��	� ;
 i�� �i ∈ N *
�� �������
�� ������
��	�6 &�
��
���

gU i ei

←−−−− gT i

si

� ri

�
U

e←−−−− T

�&� gT i � �
��� �&	����	�� ������%�
�,	�� ��	��	�� ��	�����
		�� �	��
������ ��� 
����� ������ πq| gT i|� q ∈ N�� p����%�
�,	�� ri � ������%��


�,	�� ���
		�� �����
��	��� gU i � ������%�
�,	
� p����%�
�,	
� 
�����

 �����
� si � ������%�
�,	�. �������+���� gei � ����	��� � �	
��&
Gi # -m|T | → -m| gT i| &�� 	�'�

��. *
�# ����, gT � � T � r� � DE� gU� � U � s� � DE� ge� � e� G� � UW�

Ǳ��&�������� ��� �&��
	 i�. �i ∈ N *
�� @��� ������%�
�,	�� �	������
gT i �m − � ����	�� �� ����, gT � gT i� r � ri� gU � gU i� s � si� ge � gei� G � Gi

� �'� Ǳ��&������� �����	��� $&��
�� �i > � �. *
�� Ǳ���, n � Uah { q ∈
N� # πq| gT i| 	� � }� ����� n < m� Ǳ���, K � K�Zp, n � L � L�Zp, n � c �

c�V, n # L → K� A
� �
� πn| gT i| � 	�	���
� p����%�
�,	
� 
����
 �����
�

�� ��8������ ������+��� h # πn| gT i| → Zp� Ǳ� ������� E�����
 � ����� c���

���, �
��� ������%�
�,	�� ���
		�� �����
��	�� f # gT i → K� ��� πn|f | �
������+���� @��, ������
��	
� &�
��
��


gU i�� ei��

←−−−− gT i�� g−−−−→ L

s′
� r′

� c

�
gU i ei

←−−−− gT i f−−−−→ K

�C 

�&� gT i�� � ������%�
�,	�� ��	�����
		�� �	������� r′� g � ������%��

�,	�� ���
		�� �����
��	��� ��
�. �
&�
� &��
���� gU i�� � gU i ×L� s′

� �����%��� gei�� � �gei ◦ r′ × g� Ǳ���, ri�� � ri ◦ r′� si�� � si ◦ s′� Ǳ�������
&4



	��	�6 ������
��	�6 &�
��
���

gU i�� ei��

←−−−− gT i��

si��

� ri��

�
U

e←−−−− T

�^ 

Ǳ� �����&�	�6 F��� ���, �	
��& G′ # -m| gT i| → -m| gT i��| &�� ����� �
&�
�

&�
��
��� �C � Ǳ���, Gi�� � G′◦Gi� N�	�� ��� -m|ri��|◦Gi � UW� L
��������
&�
��
���

-m| gU i��| �m|ei��|←−−−−−− -m| gT i��|
G′


-m| gU i| �m|ei|←−−−− -m| gT i|

Gi


-m|U | �m|e|←−−−− -m|T |

����� -m|e| � -m|gei| ◦Gi� -m|gei| � -m|gei��| ◦G′ �� ���&�
���,	�� �� �����

B�C� -m|gei|◦Gi � -m|gei��|◦G′ ◦Gi � -m|gei��|◦Gi��� A
��� ���
���� �� �����

B�J� -m|e| � -m|gei��| ◦ Gi��� A
��� ���
���� Gi�� � �	
��& &�� &�
��
���
�^ � A
� �
� ��
�. �
&�
� &�
��
��� �C &��
���� 
 |c|� �
�����	�� $���
�
� �� |r′| � ���� �
�����	�� $���
� ����'� �����
��	�� |g| ��������+	�
�����
�
�� ���� �
�����	�� |r′| 	
 ���� �
�����	�� |c|� $�
	�
� �������
�������� �����&�
���,	���� �
�����	�. |r′| � |c|� �����
��� ��� &�� q ∈ N�

�������+��� πq|r′| � ������+��� ��� q 	� n � ��	����+��� � ���&��� ���

��&�
 p ��� q � n� A
� �
� ������ πq| gT i|� q ∈ N�� p����%�
�,	�� �� ������

πq| gT i��|� q ∈ N�� ���� p����%�
�,	�� i
� �&��
	�

<�&	�� ��� � �
�&�� *
��� ����&�� ����� ����� πq| gT i|� q < m� ���	,*
�
����� Ǳ������ 	
 �
������ *
�� �' ��	������ �
A�<� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ������� ����� p� ����� m ∈ N�� ������(��

����� �������� ��������	
���� ������	� T � ������(�
���
� p����(�
���
�

"���	
 �����
 U � 	������ e # T → U � p����(�
���
� 
"���	
 �����
 V � ���
�����&��� g # Hm|T | → V � !���
 	 ��
��
���

-m|U | �m|e|←−−−− -m|T | P−−−−→ πm|T | h−−−−→ Hm|T | g−−−−→ V

��� P � ����	��� ���"�
����� h � �������&��� /���	��
� ����� -m|e| � g◦
h ◦ P �

���
�
������	�� Ǳ���, K � K�V, m � i # V → Hm|K| � ��
	&
��	�. ����
���+���� Ǳ� ����� c��� ���, �
��� ������%�
�,	�� ���
		�� �����
��	��
f # T →K� ��� Hm|f | � i ◦ g� L
�������� ������
��	�6 &�
��
���

-m|U | �m|e|←−−−− -m|T | P−−−−→ πm|T | h−−−−→ Hm|T |
�m|f |

� πm|f |
� Hm|f |

�
-m|K| P ′

−−−−→ πm|K| h′
−−−−→ Hm|K| i←−−−− V

&5



�&� P ′ � ��	�	�� �����
��	��� h′ � �������+��� E�����
� �� ����� c�B �
���&���� V�B ���&���� ��� -m|e| � -m|f |� Ǳ� ����� ^�B� P ′ � �������+����

Ǳ� �� 
 ����� B�B� -m|f | �� h′ ◦ P ′ ◦ -m|f | � Hm|f | ◦ h ◦ P � i ◦ g ◦ h ◦ P �

A
� �
� i � ������+���� �� -m|f | �� g ◦ h ◦ P � A
��� ���
���� �� ����� B�J�
-m|e| � g ◦ h ◦ P � �

A�=� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ������� ����� p� ����� m ∈ N�� �����	���
��� ������(�
����� �������� ��������	
���� ������	� T � ������(�
���
�
� p����(�
���
� 
"���	
 �����
 U � 	������ e # T → U � Ǳ����������
��� ������ πq|T |� q ∈ N�� p����(�
����� !���
 	 ��
��
���

-m|U | �m|e|←−−−− -m|T | P−−−−→ πm|T |

��� P � ����	��� ���"�
����� ����� -m|e| � P �

���
�
������	�� Ǳ� �����&�	�6 F�B� ���, ������
��	
� &�
��
��


gU
e←−−−− gT

s

� r

�
U

e←−−−− T

�&� gT � �m − � ����	�� ������%�
�,	�� ��	��	�� ��	�����
		�� �	����

���� r � ������%�
�,	�� ���
		�� �����
��	��� gU � ������%�
�,	
� p�
���%�
�,	
� 
����
 �����
� s � ������%�
�,	�. �������+���� ge � �����
	��� � �	
��& G # -m|T | → -m| gT | &�� 	�'� L
�������� ������
��	�6 &�
�
��
���

-m| gU | �m|e|←−−−− -m| gT |
P−−−−→ πm| gT |

h−−−−→ Hm| gT |
�m|s|

� �m|r|
� πm|r|

�
-m|U | �m|e|←−−−− -m|T | P−−−−→ πm|T |

�&� gP � ��	�	�� �����
��	��� gh � �������+��� E�����
� Ǳ� �������
E�����
� gh � ������+���� ����� -m|e| � -m|ge| ◦G� Ǳ� �����&�	�6 F�J�

-m|ge| � πm|r| ◦ gh−� ◦ gh ◦ gP � πm|r| ◦ gP � P ◦ -m|r|� ?	
���� �� ����� B�C�
-m|ge| ◦G � P ◦-m|r| ◦G � P � A
��� ���
���� �� ����� B�J� -m|ge| � P � �

A�>� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ������� ����� p� ����� m ∈ N� � �����	���
��� ������(�
����� �������� ��������	
���� ������	� T � Ǳ����������
��� ������ πq|T |� q ∈ N�� p����(�
����� !���
 	 ��
��
���

2m|T | J←−−−− -m|T | P−−−−→ πm|T |

��� J � P � ����	��� ���"�
����� ����� J � P �

���
�
������	�� Ǳ���, U � ������%�
�,	
� 
����
 �����
 � Uq � 〈Tq〉/p�
q ∈ N� � U�d � 〈T �d 〉/p &�� ���
��
68��� �����
��	�� d # /r0 → /q0� q, r ∈

&6



N� M���&���� ����	�� e # T → U � ���
�
� eq�t � (t)|p� t ∈ Tq � q ∈ N�
L
�������� ������
��	�6 &�
��
���

2m|T | J←−−−− -m|T | P−−−−→ πm|T |
�m|e|

� �m|e|
�

2m|U | J ′
←−−−− -m|U |

�&� J ′ � ��	�	�� �����
��	��� Ǳ� �� 
 ����� B�B� J �� 2m|e| ◦ J � J ′ ◦
-m|e|� Ǳ� ����� ^��� J ′ �� UW� ?	
���� �� ����� B�C� J ′ ◦ -m|e| �� -m|e|� Ǳ�
�����&�	�6 F�C� -m|e| � P � A
��� ���
���� �� ����� B�J� J � P � �

,� ����� ������	���	�
��� ���	�

B��� ;����� Ǳ���� �
�� ������� ����� p� ����� m ∈ N�� �����	����� ����
���(�
����� ��������	
���� ������	� T � p����(�
���
� 
"���	
 �����
 W
� �������&��� r # πm|T | → W � Ǳ���������� ��� ������ πq|T |� q ∈ N�� ���
����� ��������� !���
 ��$���	��� �
��� �����	����� ������(�
����� ���
������ ��������	
���� ������	� T ′� �������&��� r′ # πm|T ′| → W � ����
���(�
����� �	��
���� ���"�
���� h # T → T ′� ��� r′ ◦ πm|h| � r � ������
πq|T ′|� q ∈ N�� p����(�
�����

_�� ���&��� �� �
����
�
 �	��� /c0� ��� §�^�
B�:� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ������� ����� p� ����� m ∈ N�� �����	���
��� ������(�
����� ��������	
���� ������	� T � p����(�
���
� 
"���	

�����
 W � �������&��� r # πm|T | → W � Ǳ���������� ��� ������ πq|T |�
q ∈ N�� ������� ��������� !���
 	 ��
��
���

2m|T | J←−−−− -m|T | P−−−−→ πm|T | r−−−−→ W

��� J � P � ����	��� ���"�
����� ����� J � r ◦ P �

���
�
������	�� Ǳ� ����� D��� ���, �
��� �&	����	�� ������%�
�,	�� ���
	��	�� ��	�����
		�� �	������ T ′� �������+��� r′ # πm|T ′| → W � ����
���%�
�,	�� ���
		�� �����
��	�� h # T → T ′� ��� r′ ◦ πm|h| � r � ������
πq|T ′|� q ∈ N�� p����%�
�,	�� L
�������� ������
��	�6 &�
��
���

2m|T | J←−−−− -m|T | P−−−−→ πm|T |
�m|h|

� �m|h|
� πm|h|

�
2m|T ′| J ′

←−−−− -m|T ′| P ′
−−−−→ πm|T ′| r′

−−−−→ W

�&� J ′� P ′ � ��	�	�� �����
��	��� Ǳ� �� 
 ����� B�B� J �� 2m|h| ◦ J �
J ′ ◦ -m|h|� Ǳ� �����&�	�6 F�^� J ′ � P ′� ?	
���� �� �� 
 ����� B�B � �����
B�J� J ′ � r′◦P ′� ?	
���� �� ����� B�C� J ′◦-m|h| � r′◦P ′◦-m|h| � r′◦πm|h|◦P �
r ◦ P � A
��� ���
���� �� ����� B�J� J � r ◦ P � �

&7



-� .�
�����	 /���
�0�

�C��� ;����� Ǳ���� �
�� ����� m ∈ N� � ������(�
����� ��������	
����
������	� T � !���
 	 ��
��
���

2m|T | J←−−−− -m|T | P−−−−→ πm|T | h−−−−→ Hm|T |

��� J � P � ����	��� ���"�
����� h � �������&��� /���	��
� ����� J �� h◦
P �

���
�
������	�� Ǳ���, K � K�Hm|T |, m � Ǳ� ����� c��� ���, �
��� ����
���%�
�,	�� ���
		�� �����
��	�� f # T → K� ��� Hm|f | � ��
	&
��	�.
������+���� L
�������� ������
��	�6 &�
��
���

2m|T | J←−−−− -m|T | P−−−−→ πm|T | h−−−−→ Hm|T |
�m|f |

� �m|f |
� πm|f |

� Hm|f |
�

2m|K| J ′←−−−− -m|K| P ′−−−−→ πm|K| h′−−−−→ Hm|K|

�&� J ′� P ′ � ��	�	�� �����
��	��� h′ � �������+��� E�����
� Ǳ� �� 
 
����� B�B� J �� 2m|f | ◦ J � J ′ ◦ -m|f |� Ǳ� ����� ^��� J ′ �� UW� ?	
����

�� ����� B�C� J ′ ◦ -m|f | �� -m|f |� Ǳ� ����� ^�B� P ′ � �������+���� Ǳ� ��


 ����� B�B� -m|f | �� h′ ◦ P ′ ◦ -m|f | � Hm|f | ◦ h ◦ P � A
� �
� Hm|f | �
������+���� �� -m|f | �� h ◦ P � A
��� ���
���� �� ����� B�J� J �� h ◦ P � �

� r�	�0�0��� �������1�
���'

�2��"� �#&�� Ǳ���, &
	� ����
 r, m, n ∈ N � ��	�����
		�� ������
	��

X � Y � M����
��	�� F # -mX → -nY 	
��
�� r���������� ���� &�� �6��.
����� z ∈ Sn ��8������ �
��� �	������ T ⊂ Sm� ������8�� 	� ����� ��� ��
r ������ ��� &�� �6��" �����
��	�. a, a′ ∈ -mX �
�	��� a|T � a′|T ���'�
�
�	��� F �a �z � F �a′ �z �&������ ���
��� ���� �	
��	�� �����
��	��
F �a  �
�&�. ����� z ∈ Sn ����&������� �	
��	���� �����
��	�� a 	� �����
���  r ����
" �

]��, ����� �
�
��
+
 � ����
 ���J�

�)�6#�9�#&� & $�! �F�#&�� Ǳ���, &
	� ����� m ∈ N � ��	�����
		��
������
	��� X � Ǳ���, 2mX � 345�〈Sm〉, 〈X〉 � M����
��	�� J # -mX →
2mX � J�a � 〈a〉� a ∈ -mX � ���� 	
��
�� ��	�	���

����� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ����
 r, m, n ∈ N� ��������	
���� ����
���
���	
 X� Y � r��������� ���"�
���� F # -mX → -nY � !���
 	 ��
�
��
���

2mX
J←−−−− -mX

F−−−−→ -nY
J ′

−−−−→ 2nY

��� J � J ′ � ����	��� ���"�
����� ����� J r� J ′ ◦ F �

���
�
������	�� @��, �
��� �	� ����
���,	� 	������	�� �����
��	�� k�, . . . , kr # Sn →
Sm � dz # X×r → Y � z ∈ Sn� ��� F �a �z � dz�a�k��z  , . . . , a�kr�z   � z ∈ Sn� a ∈
-mX � Ǳ���, i # 〈X〉⊗r → 〈X×r〉 � ����	�. ������+���# i�(x�)⊗ . . .⊗ (xr) �
(�x�, . . . , xr )� x�, . . . , xr ∈ X � ����� �������+���� 〈dz〉 # 〈X×r〉 → 〈Y 〉� z ∈ Sn�

&8



M���&���� �������+��� h # �2mX ⊗r → 2nY � ���
�
� h�w� ⊗ . . .⊗ wr �(z) �
〈dz〉�i�w��(k��z ) ⊗ . . . ⊗ wr�(kr�z )   � z ∈ Sn� w�, . . . , wr ∈ 2mX � L
��������
������
��	�6 &�
��
���

-mX
F−→ -nY

J

� J ′
�

2mX
R−−−−→ �2mX ⊗r h−−−−→ 2nY

�&� R�w � w⊗r� w ∈ 2mX � Ǳ� ����
� B�F � B�C� J r� R ◦ J � Ǳ� �� 
 �����

B�B� R ◦ J �� h ◦R ◦ J � J ′ ◦ F � A
��� ���
���� �� ����� B�J� J r� J ′ ◦ F � �
���:� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ����� m ∈ N � ��������	
���� ������
��
��	� X� !���
 	 ��
��
���

2mX
J←−−−− -mX

J−−−−→ 2mX

��� J � J � ����	��� ���"�
����� ����� J �� J � J �� J �

���
�
������	�� M���&���� �������+��� p # 〈X〉 → 〈X〉� ���
�
� p�(x) �
(x)� x ∈ X � � �������+��� h # 2mX → 2mX � ���
�
� h�W  �(z) � p�W �(z)  �
z ∈ Sm \ {∗}� W ∈ 2mX � =���� �������,� ��� h ◦ J � J � Ǳ� �� 
 ����� B�B�
J �� J �

M���&���� �����
��	�� K # -mX → Z ⊕ 2mX � ���
�
� K�a � ��, J�a  �
a ∈ -mX � Ǳ� ����
� B�F� B�C� B�� � B�V� J �� K� M���&���� �������+���
s # 〈X〉 → 〈X〉� ���
�
� s�(x) � (x)− (∗)� x ∈ X � � �������+��� f # Z⊕2mX →
2mX � ���
�
� f�t, w �(z) � t(∗) > s�w�(z)  � z ∈ Sm� t ∈ Z� w ∈ 2mX � =����
�������,� ��� f ◦ K � J � Ǳ� �� 
 ����� B�B� K �� J � A
��� ���
���� ��

����� B�J� J �� J � �
���<� ;����� Ǳ���� �
�� ����
 r, m, n ∈ N� ��������	
���� ������
���	

X� Y � r��������� ���"�
���� F # -mX → -nY � !���
 	 ��
��
���

2mX
J←−−−− -mX

F−−−−→ -nY
J ′

−−−−→ 2nY

��� J � J ′ � ����	��� ���"�
����� ����� J r� J ′ ◦ F �

_�� ���&��� �� �����&�	�. ����� ���B  ���� ���� B�C� B�J� �

�� &���	�����' 2�����3

��#$%�,1-&+ M r & $'/�%1�� Ǳ���, &
	� ����� r ∈ N � ��	�����
		��
������
	��� X � Ǳ���,

W �
r⋃

s��

{ �x�, . . . , xr ∈ X×r # xs � xs�� } ⊂ X×r,

�&� x� � xr�� � ∗� Ǳ���, M rX � X×r/W ���� /�B0 � _�
 ��	�����%�� ��"�
	��
�� �&��	���,�

M���&���� �����
��	�� K # Rr × TX → X×r� &�� z � �z�, . . . , zr ∈ Rr�
u ∈ TX ���
�
� K�z, u � �u�z� , . . . , u�zr  ��
�  �����	�� �	����
��� ���
/^0 � =���� �&��,� ��� K�∂Rr × TX ∪Rr × {∗} ⊂ W � M���&���� 	�������
	�� ���
		�� �����
��	�� k # SrTX → M rX � &�� t ∈ Ir� u ∈ TX ���
�
�
k�t◦u � c�K�t�, u  �� c�u�z� , . . . , u�zr   � �&� c # X×r → M rX � �����%���
�z�, . . . , zr � t� ∈ Rr� M����
��	�� k 	
��
�� �	�����%�

2%



�:��� ;����� Ǳ���� �
�� ����� r ∈ N � �����	����� ���"��� ��������	
��
��� ������
���	� X� !���
 �	����
 k # SrTX →M rX �Br > � ��	���
�

!��
�
���,��� �� /V0� ��� §�V�
�� Ǳ��������� 	������ &��	��� ) �����

�2��"� �#&�� Ǳ���, &
	� ����
 r ∈ N� q ∈ N�� � ��	�����
		�� ������
	�
��� X � Ǳ���, k # SrTX → M rX � �'���
� L
�������� ������
��	�6
&�
��
���

-q��X
D−−−−→ -qTX

Zr−−−−→ -q�rS
rTX

�q�rk−−−−→ -q�rM
rX�

�
�

�
πq��X

d−−−−→ πqTX
zr−−−−→ πq�rS

rTX
πq�rk−−−−→ πq�rM

rX

�&� �����
�,	�� ������� � ��	�	�� �����
��	��� D � d � ������		��
����%�� � ������+��� ����������		� � Zr � zr � ������
��
	�� � �����
���+��� ����������		� 	
&����.��� M���&���� ����"�
��	
��� �
�	����
F # -q��X → -q�rM

rX � �������&��� �
�	���� f # πq��X → πq�rM
rX �
�

�������%�� ��"	�. � 	��	�. ����������		� ����� &�
��
����

�<��� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ����
 r ∈ N� q ∈ N� � ��������	
����
������
���	� X� !���
 ����"�
��	
��� �
�	���� F # -q��X → -q�rM

rX r�
��������

���
�
������	�� Ǳ���, c # X×r →M rX � �����%��� !�� a ∈ -q��X � s ∈ Iq�
t ∈ Ir� ����� F �a ��t, s ◦ � c�a��z�, s 

◦ , . . . , a��zr, s 
◦  � �&� �z�, . . . , zr � t� ∈

Rr� �
�<�:� ;����� Ǳ���� �
�� ����� q ∈ N� � ��������	
���� ������
���	� X�
!���
 ���� �������&���
 /���	��
 h # πqTX → HqTX �� �����  �������	
"����������� ������
�

��� ���&��� �� ������� G
��
	
 � $���
 ���� /��� jkk\aWUl0 � �
�<�<� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ����
 r ∈ N� q ∈ N� � �����	����� ���"���
��������	
���� ������
���	� X� Ǳ���������� ��� r � q� !���
 ����
�������(��

πq��X
f−−−−→ πq�rM

rX
h−−−−→ Hq�rM

rX

��� f � �������&��� �
�	����� h � �������&��� /���	��
� �� �����  ���
�����	 "����������� ������
�

���
�
������	�� Ǳ���, k # SrTX → M rX � �'���
� L
�������� ������
�
��	�6 &�
��
���

πq��X
d−−−−→ πqTX

zr−−−−→ πq�rS
rTX

πq�rk−−−−→ πq�rM
rX

h′
� h′′

� h

�
HqTX

sr−−−−→ Hq�rS
rTX

Hq�rk−−−−→ Hq�rM
rX

�&� d � ������		�. ������+���� zr � �������+��� 	
&����.��� sr � ����
���+��� 	
&����.��� h′� h′′ � �������+���� E�����
� ����� h ◦ f �
h ◦ πq�rk ◦ zr ◦ d � Hq�rk ◦ sr ◦h′ ◦ d� Ǳ� ����� �B��� Hq�rk � ������+���� Ǳ�
����� �J�B� [\Yh′ � X4YZ� A
��� ���
���� [\Yh ◦ f � X4YZ� �

2&



�<�=� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ����� m ∈ N� � �����	����� ���"��� �����
����	
���� ������
���	� X� !���
 	 ��
��
���

2mX
J←−−−− -mX

P−−−−→ πmX
q−−−−→ πmX/X4YZ

��� J � P � ����	��� ���"�
����� q � �����(��� ����� J m−�� q ◦ P �

���
�
������	�� Ǳ���, r � m− �� n � Bm− B �����
��� ��� m > � � L
������
��� &�
��
���

2mX
J←−−−− -mX

P−−−−→ πmX
q−−−−→ πmX/X4YZ

F

� f

�
2nM rX

J ′
←−−−− -nM rX

P ′
−−−−→ πnM rX t

�
h

�
HnM rX

p−−−−→ HnM rX/X4YZ

�&� F � ������
��
	�� �
������ f � �������+��� �
������ J ′� P ′ � ��	��
	�� �����
��	��� h � �������+��� E�����
� p � �����%��� t � �
��. ���
�����+���� ��� t ◦ q � p ◦ h ◦ f � !�
��
��
 ������
��	
� Ǳ� �����&�	�6
�J��� F � r������	�� ������
��
	��� ?	
���� �� ����� ���J� J r� J ′ ◦ F � Ǳ�

����� ����� J ′ �� h ◦ P ′� ?	
���� �� ����� B�C� J ′ ◦ F �� h ◦ P ′ ◦ F � Ǳ� �� 
 

����� B�B� h ◦P ′ ◦F �� p ◦h ◦P ′ ◦F � t ◦ q ◦P � A
� �
�� �� �����&�	�6 �J�J�

t � ��	����+���� ��� �� �� � ����� B�B� t ◦ q ◦P �� q ◦P � A
��� ���
���� ��
����� B�J� J r� q ◦ P � �

 � 4�
��5���� ����1�	����	
�

�=��� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ����� m ∈ N� � �����	����� ���"��� �����
����	
���� ������
���	� X� Ǳ���������� ��� ������ πqX� q ∈ N�� ���
����� ��������� !���
 	 ��
��
���

2mX
J←−−−− -mX

P−−−−→ πmX

��� J � P � ����	��� ���"�
����� ����� J � P �

���
�
������	�� @��, ������+���

s � q ×
∏
p∈T

rp # πmX → πmX/X4YZ×
∏
p∈T

Wp,

�&� q # πmX → πmX/X4YZ � �����%��� T � �	������ ������" &�������.
����&�
 ������ X4YZπmX � &�� �
�&��� p ∈ T Wp � p����%�
�,	
� 
����

�����
� rp # πmX →Wp � �������+���� Ǳ� �����&�	�6 �J�C� J � q ◦ P � Ǳ�
�����&�	�6 D�B� J � rp ◦ P � p ∈ T � Ǳ� ����
� B�� � B�V� J � s ◦ P � A
� �
� s
� ������+���� �� J � P � �

22



�=�:� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ����� m ∈ N� � �����	����� ����������
��������	
���� ������
���	� X� Ǳ���������� ��� ������ πqX� q ∈ N��
������� ��������� !���
 	 ��
��
���

2mX
J←−−−− -mX

P−−−−→ πmX

��� J � P � ����	��� ���"�
����� ����� J � P �

���
�
������	�� @��, ��	��
�,	�� +���
	�	�� ������%�
�,	�� ��	������

		�� �	������ T � ���
		
� ���
��	�	���, h # X → |T | ���� /��� §F0 �
A
� �
� T � ���	�. ��	��
�,	�. +���
	� � ������ πq|T |� q ∈ N�� ��'�	��
�� T � ������%�
�,	�� ��'�	�� �	������� ��
�� |T | � �&��	�� ��	������

		�� ������
	���� L
�������� ������
��	�6 &�
��
���

2mX
J←−−−− -mX

P−−−−→ πmX

�mh

� �mh

� πmh

�
2m|T | J ′

←−−−− -m|T | P ′
−−−−→ πm|T |

�&� J ′� P ′ � ��	�	�� �����
��	��� Ǳ� �� 
 ����� B�B� J �� 2mh ◦ J �
J ′ ◦-mh� Ǳ� �����&�	�6 �C��� J ′ � P ′� ?	
���� �� ����� B�C� J ′ ◦-mh � P ′ ◦
-mh � πmh ◦ P � A
��� ���
���� �� ����� B�J� J � πmh ◦ P � A
� �
� πmh �
������+���� �� J � P � �
�%'��*"�#&� �=�<� Ǳ���� �
�� ����
 r, m ∈ N� ��������	
���� ������
��
��	� X� 
"���	
 �����
 V � �	��
���� ���"�
���� F # -mX → V � Ǳ����
J # -mX → 2mX � ����	��� ���"�
����� Ǳ���������� ��� J r� F �
Ǳ���� Q ⊂ �2mX ⊗r � ��������
� ��������
�  ������
�� 〈a〉⊗r� a ∈
-mX� !���
 ��$���	��� �
��% �������&��� l # Q→ V � ��� l�〈a〉⊗r � F �a �
a ∈ -mX�

���
�
������	�� !�� t ∈ N� ����&���� �������+��� bt # 〈X〉⊗t → 〈X〉� &��
x�, . . . , xt ∈ X ���
�
�

bt�(x�)⊗ . . .⊗ (xt) �

{
(x�) ��� x� � . . . � xt,

� �	
��.

!�� t ∈ N� ����&���� �������+��� Bt # �2mX ⊗t → 2mX � ���
�
� Bt�w� ⊗
. . .⊗wt �(z) � bt�w��(z) ⊗ . . .⊗wt�(z)  � z ∈ Sm� w�, . . . , wt ∈ 2mX � !�� t ∈ N�

� a ∈ -mX ����� Bt�〈a〉⊗t � 〈a〉� �
� �
� &�� z ∈ Sm ����� Bt�〈a〉⊗t �(z) �
bt�〈a〉�(z) ⊗t � bt�(a�z )

⊗t � (a�z ) � 〈a〉�(z) �
!�� s � �, . . . , r ����&���� �������+��� Gs # �2mX ⊗r → �2mX ⊗s� ���
�

�
� Gs�w�⊗. . .⊗wr � w�⊗. . .⊗ws−�⊗Br−s���ws⊗. . .⊗wr � w�, . . . , wr ∈ 2mX �
!�� a ∈ -mX ����� Gs�〈a〉⊗r � 〈a〉⊗�s−�� ⊗Br−s���〈a〉⊗�r−s��� � 〈a〉⊗�s−�� ⊗
〈a〉 � 〈a〉⊗s�

Ǳ���,

P ⊂
r⊕

s��

�2mX ⊗s

� ��&�����
� �����&'		
� �����	�
�� �〈a〉⊗s r
s��� a ∈ -mX � A
� �
� X4YZ2mX �

� � J r� F � ��� �� ���&���6 B���� ���, �
��. �������+��� k # P → V � ���
k��〈a〉⊗s r

s�� � F �a � a ∈ -mX �
23



!�� z ∈ Q ����� �Gs�z  
r
s�� ∈ P � �
� �
� &�� a ∈ -mX ����� �Gs�〈a〉⊗r  r

s�� �
�〈a〉⊗s r

s�� ∈ P � Ǳ������ l�z � k��Gs�z  
r
s�� � z ∈ Q� !�� a ∈ -mX �����

l�〈a〉⊗r � k��Gs�〈a〉⊗r  r
s�� � k��〈a〉⊗s r

s�� � F �a � �
��)$%'�##� "�1�6�%� 5$%'� %�����( �� Ǳ���, J # -mX → 2mX � P # -mX →
πmX � ��	�	�� �����
��	��� Ǳ� �����&�	�6 �C�B� J � P � Ǳ� ����� B���
&�� �6���� &���
���	� ���,*��� r ∈ N ����� J r� P � M��
���, ����
�,�� 	

�����&�	�� �C�J� �

"� 6���1�	����	
� ����� ,�

�>��� ;����� Ǳ���� �
�� ����� m ∈ N�� �������� 
"���	� ������ U � V �
�������&��� e # U → V � Ǳ���������� ��� mU � � � e/d # U/d → V/d �
�������&��� ��� ��"��� �������� d ∈ N� ����
 m� !���
 ��$���	��� �
��%
�������&��� h # V → U � ��� h ◦ e � UW�

���
�
������	�� e �� e/m � ��	����+���� <��,�'� �������,	�� q ∈ N��
Ǳ� /C� ���&���� BF�J0� &���
���	� ���
�
�,� ��� e/q � ��	����+���� Ǳ���,
d � 	
����,*�. ��8�. &������, ����� q � m� L
�������� ������
��	�6
&�
��
���

U/q
e/q−−−−→ V/q

p

� p′
�

U/d
e/d−−−−→ V/d

�&� p� p′ � �������+���� H����&�	�� �� ��&��6 dI� =���� �&��,� ��� p
� ������+���� Ǳ� ���&������	�6� e/d � ��	����+���� ?	
���� e/q �
��	����+���� �
�&$%��(� Ǳ���, σ � {�, B, . . . ,∞}� )������% ��Q���� � ���+���� �
��.�
���� �
������� 	
��
�� �
��. 	
��� �As, f

t
s ��Q���� As� s ∈ σ� � ���+����

f t
s # At → As� s, t ∈ σ� s � t� ��� fs

s � UW� s ∈ σ� � fs
r ◦f t

s � f t
r � r, s, t ∈ σ� r � s � t�

$������ �Vs, l
t
s 
�����" ����� � �������+���� 	
��
�� ��
	�����%� ����

V∞ � �������	�. ���&�� ����� Vs� s < ∞� ���	��� ���� &�� �6��. �
��.
�����&�
���,	���� �vs ∈ Vs s<∞� ��� lts�vt � vs� s � t < ∞� ��8������ �
�&�	���	�	 �
��. �����	� v∞ ∈ V∞� ��� l∞s �v∞ � vs� s <∞�

�>�:� ;����� Ǳ���� �
�� ����� q ∈ N� � ��
	����
� ������
 
"���	�0
����� � �������&����	 �Vs, l

t
s � ��� ������ Vs� s <∞� �������� !���
 ������


�Vs/q, lts/q ��� ��
	����
�

_�� ����� �������,� �����,���� ��� �������	�. ���&�� �����&�
���,	����
	������" ��	��	�" �	����� 	������ �
�>�<� ;����� Ǳ���� �
�
 ��
	����
� ������
 �������0 
"���	�0 ����� �
�������&����	 �Vs, l

t
s � !���
 ��� ��"��� ����
����� "���#��� s < ∞ ��$��

��	��� �
��% �������&��� h # Vs → V∞� ��� h ◦ l∞s � UW�

���
�
������	�� !�� �6���� q ∈ N� ������
 �Vs/q, lts/q ��
��,	
 ��� �����
�^�B �� ���&�
���,	�� l∞s /q � ��	����+��� &�� &���
���	� ���,*�" s <∞
��
� �
� �����
 V∞/q ��	��	
 � @��� s < ∞ &���
���	� ������ �� l∞s /d �
��	����+��� &�� �6���� &������� d ∈ N� ����&�
 ������ V∞� � 	��	�.
�������+��� &
'��� �����. �^��� �

2'



�2��"� �#&�� Ǳ���, &
	� ������� ����� p� 
����� ������ U � V � �����
���+��� k # U → V � Ǳ���, mU � p������	�	�� � � p������	��	�� �����	�	�� 

������ U � c # U → mU � �
	�	������. �������+���� ;
��
�� �������+���
k p���������$��� ���� ��8������ �
��. ������+��� i # mU → V � ��� i ◦ c � k�

�>�=� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ������� ����� p� ������� ��������
�

"���	
 �����
 U � ��
	����
� ������
 
"���	�0 ����� � �������&����	 �Vs, l

t
s �

��� ������ Vs� s < ∞� p����(�
����� p���������$�% �������&��� k # U →
V∞� p����(�
���
� 
"���	
 �����
 W � �������&��� r # U → W � !���
 ��$��
��	��� �
��� ����� s <∞ � �������&��� g # Vs →W � ��� g ◦ l∞s ◦ k � r�

���
�
������	�� Ǳ���, q � �
�
� �����	, ����
 p� ��� qW � �� Ǳ� ����
�� �^�B� ������
 �Vs/q, lts/q ��
��,	
� A
� �
� �����
 V∞ ������+	
 p�
�����	�	�6 ��	��	� �����&'		�. ������ U � �� �����
 V∞/q ��	��	
 ����
/c� nf� o`� ^�B0 � Ǳ� ����� �^�J� ���, �
��� 	���� s < ∞ � �������+���
h # Vs/q → V∞/q� ��� h ◦ �l∞s /q � UW� A
� �
� k � p������	�68�. ��������
+���� �� ���, �
��. �������+��� G # V∞ → W � ��� G◦k � r� A
� �
� qW � ��
�� ���, �
��. �������+��� G′ # V∞/q → W � ��� G′�X |q � G�X � X ∈ V∞�
Ǳ���, g′ � G′ ◦ h # Vs/q → W � M���&���� ������. �������+��� g # Vs → W �
���
�
� g�x � g′�x|q � x ∈ Vs� !�� u ∈ U ����� g�l∞s �k�u   � g′�l∞s �k�u  |q �
G′�h�l∞s �k�u  |q  � G′�h��l∞s /q �k�u |q   � G′�k�u |q � G�k�u  � r�u � �

�>�>� �%'��*"�#&�� Ǳ���� �
�� ������� ����� p� ����� m ∈ N�� �����	���
��� ������(�
����� �������� ��������	
���� ������	� T � p����(�
���
�

"���	
 �����
 W � �������&��� r # πm|T | → W � !���
 ��$���	��� �
���
�����	����� ������(�
����� �������� ��������	
���� ������	� T ′� �����
���&��� r′ # πm|T ′| → W � ������(�
����� �	��
���� ���"�
���� h # T →
T ′� ��� r′ ◦ πm|h| � r � ������ πq|T ′|� q ∈ N�� p����(�
�����

���
�
������	�� Ǳ���, R � Zp� L
�������� ������� ������%�
�,	�" ��	��
����
		�" �	����� � ������%�
�,	�" ���
		�" �����
��	�. �RsT , f t

s �
��� /c� nf� `� §C0� Ǳ� �������	�6� RsT � s < ∞� � ������%�
�,	�� ��	���
	�� �	�����
� Ǳ� /c� nf� `� V�B �U 0� �	� �&	����	�� ?	
���� �� �������
$���
� ������ πq|RsT |� q ∈ N�� s < ∞� ��	��	� �����&�	�� Ǳ� /c� nf� ```�
^�V0� �	� R�	��,����	�	�� A
��� ���
���� �	� p����%�
�,	�� L
��������
������� 
�����" ����� � �������+���� �πm|RsT |, πm|f t

s| � A
� �
� ������
πm��|RsT |� s <∞� ��	��	�� ��� �� /c� nf� `� C�J0� ��
 ������
 ��
��,	
� Ǳ���,
c # T → R∞T � �
	�	������� ������%�
�,	�� ���
		�� �����
��	��� ��� /c�
nf� `� §C0� A
� �
� ������%�
�,	�� �	������ T �&	����	� � ������ πq|T |�
q ∈ N�� ��	��	� �����&�	� ��� ������� $���
 � ��� �� /c� nf� o`� §^� ���&�
�����0� πm|c| � p������	�68�. �������+���� Ǳ� �����&�	�6 �^�C� ���, �
�
��� 	���� s <∞ � �������+��� g # πm|RsT | →W � ��� g ◦ πm|f∞

s | ◦ πm|c| � r�
Ǳ������ T ′ � RsT � r′ � g � h � f∞

s ◦ c� �

��)$%'�##� "�1�6�%� 5$%'�  ���( B��� A
� �
� ������%�
�,	�� �	����
��� T �&	����	� � ������ Hq|T |� q ∈ N�� ��	��	� �����&�	� ��� ������

�� $���
 � �� ���, ������%�
�,	�� ��	��	�� ��	�����
		�� �	������ gT �

�m>� ����	�� ������%�
�,	�� ���
		�� �����
��	�� f # gT → T ��" 	����&�
	� ��������, �	&��%��. �� m� 	
 �
�&�� *
�� �����	�� ��	������,	�6 ���
����� E�����
� ��� /D� pY4k4ZUbU4a Cn��0 � Ǳ���, gr � r ◦ �πm|f | −� # πm| gT | →
W � Ǳ� �����&�	�6 �^�^� ���, �
��� �&	����	�� ������%�
�,	�� ��	������
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		�� �	������ gT ′� �������+��� gr′ # πm| gT ′| → W � ������%�
�,	�� ���

�
		�� �����
��	�� gh # gT → gT ′� ��� gr′ ◦ πm|gh| � gr � ������ πq| gT ′|� q ∈
N�� p����%�
�,	�� @��, ��	��
�,	�� +���
	�	�� ������%�
�,	�� ��	����
��
		�� �	������ T ′ � πq|T ′| � �� q > m� � �m > � ����	�� ������%��


�,	�� ���
		�� �����
��	�� f ′ # gT ′ → T ′ ���� /��� §§F� D0 � Ǳ���, r′ �
gr′ ◦ �πm|f ′| −� # πm|T ′| → W � A
� �
� ������%�
�,	�� ���
		�� �����
���
	�� f �m>� ����	�� 
 πq|T ′| � �� q > m� ����'� T ′ � +���
	�� �� ���, �
���
������%�
�,	�� ���
		�� �����
��	�� h # T → T ′� ��� ������%�
�,	�� ���
�
		�� �����
��	�� h ◦ f , f ′ ◦ gh # gT → T ′ �������	� �H������ ���������.I �
=���� �������,� ��� r′ ◦ πm|h| � r� A
� �
� T ′ � ���	�. ��	��
�,	�.
+���
	� � ������ πq|T ′|� q ∈ N�� ��	��	�� �� T ′ � ������%�
�,	�� ��	��	��
�	������� �

#� 6���1�	����	
� ����� ��

Ǳ�$ �8#�� $*�%&�� Ǳ���, &
	� ������
	��� B� ������������
� �
�
 �E, E′ 
� 	������	�� �����
��	�� p # E → B � p′ # E′ → B� ����'� p′ � �����
	�� �����
��	�� p� Ǳ���, E′′ � ������
	���� �����
68���� �� ������
	�
��
 E � B ����&�����	��� �
�&�. ����� X ∈ E′ � �����. p′�X � Ǳ���,
p′′ # E′′ → B � �����
��	��� 	
���
���� �����
��	��� p � UW # E � B → B�
Ǳ���, �E, p /�E′, p′ � �E′′, p′′ �

�?��� ;����� Ǳ���� �
�� 0
�����&�	� ������
���	� B� �
�����
� �
�

1�����
 �E�, E� � �
�������� /���	��
 p� # E� → B � p� # E� → B� ������ p�
� ������ ���"�
���� p�� Ǳ���� �E
, p
 � �E�, p� /�E�, p� � !���
 p
 �
�
�������� )���
�

���
�
������	�� Ǳ���, i # E� → E� � ��6��	��� c # E� → E
 � �����%���
M���&���� �����
��	�� f # SB → B� ���
�
� f�u � u�� � u ∈ SB� f � �
�����
�	�� E�����
� Ǳ���, Qk � { �X, u ∈ Ek×SB # pk�X � f�u }� k � �, �, B� ����
�� Q� ⊂ Q�� M���&���� �����
��	�� d # Q� → Q
� ���
�
� d�X, u � �c�X , u �
�X, u ∈ Q�� !�� k � �, �, B ����&���� �����
��	�� hk # SEk → Qk� ���
�
�
hk�U � �U�� , pk ◦ U � U ∈ SEk� ����� ������
��	�6 &�
��
���

SE�
�i−−−−→ SE�

�c−−−−→ SE


h�

� h�

� h�

�
Q�

j−−−−→ Q�
d−−−−→ Q


�&� j � ��6��	��� M���&���� �����
��	�� g # Q� → E�� ���
�
� g�X, u � X �
�X, u ∈ Q�� A
� �
� �E�, E� � �
��	��
� �
�
 q�����
� g � �
������
	�� E�����
 ��	&�%���
		�� �
�����	��� f �����&���� �����
��	�� p� 
� Q� � g−��E� � ��� �� /J� ���&����	�� ^ ���%�� B0� �Q�, Q� � �
�
 q�����
�
� ����&	�� �
��	��
�� A
� �
� p� � �
�����	�� E�����
� �� ���, �
���
	������	�� �����
��	�� s� # Q� → SE�� ��� h� ◦ s� � UW� Ǳ����	�� � �
��
�Q�, Q� � �
�����	�6 p� ������� � ���&����	�� 	
���
68�. ��������� /J�
������
 B ���%�� B0� �����
�� �
��� 	������	�� �����
��	�� s� # Q� → SE��
��� h� ◦ s� � UW � s� ◦ j � Si ◦ s�� M���&	�r ���, � �&�	���		� �
��� �����
�
��	�� s
 # Q
 → SE
� ��� s
 ◦ d � Sc ◦ s�� ;����&	� �������,� ��� �	� ��
��
	������	�� N�	�� ��� h
 ◦ s
 � UW� M��6&
 ���&���� ��� p
 � �
�����	��
$���
� �
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�?�:� ;����� Ǳ���� �
�� ���"��� ������
���	� X� Ǳ���� D ⊂ X×
 �
��
���
��� A � X×
×{�}∪D×I ⊂ X×
×I� p # X×
×I → X � ���	
� �����(���
!���
 ��$���	��� �
�
� ����
�(�� R # X×
 × I → A� ��� p|A ◦R � p�

���
�
������	�� Ǳ� ������� q�����
� ���, ����
�%�� r # X×
×I → A� Ǳ���,
f, g # X×
×I → X � k # X×
×I → I � �
��� �����
��	��� ��� r�Z � �f�Z , g�Z , k�Z  �
Z ∈ X×
 × I� M���&���� �����
��	�� G # X×
 × I → X � K # X×
 × I → I�
&�� Z � �x, y, t ∈ X×
 × I ���
�
�

G�Z �




g�x, y, Jk�Z  , ���� Jk�Z � t,

f�x, y, Bt− Jk�Z  , ���� t � Jk�Z � Bt � f�Z � g�Z ,

x, ���� Jk�Z � Bt � f�Z � g�Z ,

K�Z � m�Jk�Z − Bt ,

�&� m # R→ I � ���
��
68
� ����
�%��� Ǳ������ R�Z � �p�Z , G�Z , K�Z  �
Z ∈ X×
 × I� �
�?�<� ;����� Ǳ���� �
�� ����� n ∈ N�� n��	���
� ���"�
� ��������	
��
�
�
�
 �B, A � ��� ������
���	
 B� A �����	����� �����	����� ���"��� �����
����	
���� ������
���	� F � ���"��� �	��
���� ���"�
���� g # B → F �
Ǳ���� G ⊂ B × F � ��
&�� ���"�
���� g� !���
 �
�
 �B × F, A × F ∪ G 
�n > B ��	���
�

���
�
������	�� <�� �
���
���
���� 	��� ������
	��
 �
 ���&�
���,	��
� �
�� �&	����	�� Ǳ������ �� �������������� �	�����
� ��6�
� ���
	������,	��� � 
����� ������� <��,�'� �������,	�� q ∈ N�� Ǳ���,
F ′ � {∗} × F ⊂ B × F � k # F ′ → �B × F, G � j # F ′ → �A × F, A × F ∩ G �
��6��	���

Ǳ��
���� ��� πqk � πqj � ������+����� Ǳ���, p # B×F → B � �����%���
A��&
 p|G � ��������+���� 
 �p|G −�◦p # B×F → G � ����
�%��� L
��������
������
��	�6 &�
��
���

� −−−−→ πqG −−−−→ πq�B × F  −−−−→ πq�B × F, G −−−−→ �

πq�p|G�
� ∥∥∥ πqk


� ←−−−− πqB

πqp←−−−− πq�B × F  ←−−−− πqF
′ ←−−−− �

�&� ������� ��� 	
&���� �	&�%���
	� ��6��	����� $����� ���	�� A
�
�
� πq�p|G � ������+���� �� πqk � ���� ������+���� K	
�����	�� πqj �
������+����

L
�������� ������
��	�6 &�
��
���

πqF
′ ��−→ πqF

′

πqj

� πqk

�
πq�A× F, A× F ∩G 

πqe−−−−→ πq�A× F ∪G, G 
πqi−−−−→ πq�B × F, G 

�&� e � i � ��6��	��� Ǳ
�
 �A × F, A × F ∩ G �&	����	
� Ǳ
�
 �G, A ×
F ∩ G ��������+	
 �
�� �B, A �� ���&�
���,	�� n����	
� Ǳ� ������� �
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�������������� ����
	��� πqe � ������+��� ��� q � n >�� �� &�
��
����
πqi � ������+��� ��� �6��� q � ������+��� ��� q � n > �� $�
	�
�
�������������� �����&�
���,	���� �
� �A×F ∪G, G � �B×F, G � �����
���
��� �
�
 �B × F, A× F ∪G �n > B ����	
� �
��)$%'�##� "�1�6�%� 5$%'�  ���( �:��� Ǳ���, V� � Rr×X×�r���� f� # V� →
X � �����&	�� �����%��� Ǳ���,

V� �
r⋃

s��

{ ��z�, . . . , zr , x�, . . . , xr�� ∈ Rr×X×�r��� # zs � zs��, xs � xs�� } ⊂ V�,

�&� z� � �� zr�� � �� x� � ∗� Ǳ���, f� # V� → X � ����	�� �����
��	�� f��
<	��� ���
�
	�� ��� f� � �
�����	�� E�����
� Ǳ���, �V, f � �V�, f� /�V�, f� �
Ǳ� ����� �V��� f � �
�����	�� $���
� Ǳ���, V ∗

� � f−�
� �∗ � V ∗

� � f−�
� �∗ �

V ∗ � V ∗
� /V ∗

� � i # V ∗ → V � ����	��� 	
���
���� ��6��	��� V ∗
� → V��

Ǳ���, P � { u ∈ SX # u�� � ∗ }� W� � Rr × P � M���&���� �����
��	��
g� # W� → X � ���
�
� g��z, u � u�� � z ∈ Rr� u ∈ P � Ǳ���, W� � ∂Rr ×
P ⊂ W�� g� # W� → X � ����	�� �����
��	�� g�� Ǳ�	��	�� ��� g� � g� �
�
�����	�� E�����
� Ǳ���, �W, g � �W�, g� /�W�, g� � Ǳ� ����� �V��� g �
�
�����	�� $���
� Ǳ���, W ∗

� � g−�
� �∗ � W ∗

� � g−�
� �∗ � j # W ∗ →W � ����	���

	
���
���� ��6��	��� W ∗
� → W��

M���&���� �����
��	�� h� # W� → V�� &�� z � �z�, . . . , zr ∈ Rr� u ∈ P
���
�
� h��z, u � �z, u�z� , . . . , u�zr , u��  � ����� f� ◦ h� � g�� h��W� ⊂ V��
Ǳ���, h # W → V � �����
��	��� 	
���
���� �����
��	��� h�� h∗

� # W ∗
� →

V ∗
� � ����
8�	�� �����
��	�� h�� h∗ # W ∗ → V ∗ � �����
��	��� 	
���
����

�����
��	��� h∗
��

Ǳ���, K � Rr×{∗} ⊂ V�� gV � V�/�V�∪K � gV ∗ � V ∗
� /�V ∗

� ∪K � Ǳ���, c # V →
gV � c∗ # V ∗ → gV ∗ � �����
��	��� 	
���
���� �����
��	���� UW# V� → V� �
UW# V ∗

� → V ∗
� ����������		� �

Ǳ���, L � Rr×{∗} ⊂ W�� gW � W�/�W�∪L � gW ∗ � W ∗
� /�W ∗

� ∪L � Ǳ�����
	�

��� gW ��������+	� ������
	��� SrP �� ���&�
���,	�� �����
���� Ǳ���,
d # W → gW � d∗ # W ∗ → gW ∗ � �����
��	��� 	
���
���� �����
��	����
UW# W� → W� � UW# W ∗

� →W ∗
� ����������		� �

����� h��W�∪L ⊂ V�∪K� Ǳ���, gh # gW → gV � �����
��	��� 	
���
����

�����
��	��� h�� ����� h∗
��W

∗
� ∪ L ⊂ V ∗

� ∪ K� Ǳ���, gh∗ # gW ∗ → gV ∗ �
�����
��	��� 	
���
���� �����
��	��� h∗

��
Ǳ���, Y� � X×�r����

Y� �
r⋃

s��

{ �x�, . . . , xr�� ∈ X×�r��� # xs � xs�� } ⊂ Y�,

�&� x� � ∗� Ǳ���, Z � Y�/Y�� Ǳ���, p� # V� → Y� � �����%��� N�	�� ���
p� � ���
��	�	���,� Ǳ���, p� # V� ∪ K → Y� � ����
8�	�� �����
��	��
p�� Ǳ�����
� �
�&�. ����� ��� �����
��	�� p� �����
��� �
� �
� ��� ����
�������� Rr� ���� ��Q�&�	�	�� 	�����,��"� �� �&	�. &� r� ��� �r − � ����	�"

��
	�.� Ǳ������ p� � ���� ���
��	�	���,� Ǳ���, q # gV → Z � �����
��	���
	
���
���� �����
��	��� p�� ����� ������
��	�6 &�
��
���

V� ∪K −−−−→ V� −−−−→ gV

p�

� p�

� q

�
Y� −−−−→ Y� −−−−→ Z
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� ��+���
%��		��� �����
��� A
� �
� p� � p� � ���
��	�	����� �� q � ���
�� ���
��	�	���,� Ǳ���, Y ∗

� � X×r × {∗} ⊂ Y�� Y ∗
� � Y ∗

� ∩ Y�� Z∗ � Y ∗
� /Y ∗

� �
p∗� # V ∗

� → Y ∗
� � ����
8�	�� �����
��	�� p�� p∗� # V ∗

� → Y ∗
� � ����
8�	��

�����
��	�� p∗�� q∗ # gV ∗ → Z∗ � �����
��	��� 	
���
���� �����
��	��� p∗��
K	
�����	� �����
��	��� p�� p� � q� �����
��	�� p∗�� p∗� � q∗ � ���
��	��
	�����

Ǳ���, l � Br > �� �	&��%��. �� r� �����,��� ����� �V�J� �����
��� ���
�
�
 �Y�, Y� l����	
� ?	
���� ������
	��� Z l����	� �� ���&�
���,	�� ����

���
	��� gV l����	�� A
� �
� ������
	��� gW �����
���� �� �����
��	�� gh
l����	�� ����� ������
��	�6 &�
��
���

Sr ∨X −−−−→ W
d−−−−→ gW

��

� h

� h

�
Sr ∨X −−−−→ V

c−−−−→ gV

� ��+���
%��		��� �����
��� ?	
���� �����
��	�� h l����	� ��
� �
� ����
���
	��
 V � W �&	����	� � ����� ������
��	�6 &�
��
���

W ∗ j−−−−→ W
g−−−−→ X

h∗
� h

� ��

�
V ∗ i−−−−→ V

f−−−−→ X

� +���
%��		��� �����
��� ?	
���� �����
��	�� h∗ l����	�� ����� ������
�
��	�6 &�
��
���

Sr −−−−→ W ∗ d∗
−−−−→ gW ∗

��

� h∗
� h∗

�
Sr −−−−→ V ∗ c∗−−−−→ gV ∗

� ��+���
%��		��� �����
��� ?	
���� �����
��	�� gh∗ l����	��
M���&���� �����
��	�� E # Ir×TX →W ∗

� � ���
�
� E�t, u � �t�, u � �t, u ∈
Ir × TX � Ǳ���, e # SrTX → gW ∗ � �����
��	��� 	
���
���� �����
��	���
E� =���� �&��,� ��� e � ��������+���� ����� ������
��	�6 &�
��
���

SrTX
k−→ M rX

e

�
�

gW ∗ h∗−−−−→ gV ∗ q∗
−−−−→ Z∗

�&� ���
� �����
�,	
� ������
 � ����&	�. ��������+���� A
� �
� q∗ �
���
��	�	���,� �� �����
��	�� k l����	��

Ǳ����� f� � �
�������� /���	��
2 Ǳ���, D ⊂ X×
 � &�
��	
�,� A �
X×
 × {�} ∪D × I ⊂ X×
 × I� p # X×
 × I → X � ���
� �����%��� Ǳ� �����
�V�B� ���, �
�
� ����
�%�� R # X×
 × I → A� ��� p|A ◦R � p� !�� x ∈ X ����,
Ax � X × {�} ∪ {x} × I ⊂ X × I� Rx # X × I → Ax � ����
�%��� ����&��'		
�
������� R�x, y, t � �x, Rx�y, t  � y ∈ X � t ∈ I�
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Ǳ���, &
	
 ����
 B � �z�, x��, . . . , x
�
r�� ∈ V�� �&� z� � �z�� , . . . , z

�
r  ∈ Rr�

Ǳ���, b � f��B � x�r��� Ǳ���, &
	 �
��. ���, u ∈ SX � ��� u�� � b� Ǳ�������
�
��. ���, U ∈ SV�� ��� U�� � B � f� ◦ U � u� M���&���� �����
��	��
g # Ab → X � ���
�
� g�y, � � y� y ∈ X � � g�b, t � u�t � t ∈ I� Ǳ���, h � g ◦
Rb # X×I → X � !�� t ∈ I ������� U�t � �z�, x�, . . . , xr�� � �&� xs � h�x�s, tz

�
s �

s � �, . . . , r > �� �&� z�r�� � �� Ǳ��, U 	������	� �
���� �� ����� b � ����
u� �

7�	���	���
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