
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2003 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

II òóð. 9 êëàññ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà x ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
2x9 + 9x8 ≤ 9x10 + 2.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð èç 100 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, ÷òî ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè ÷èñåë ýòîãî íàáîðà íà äâå íåïóñòûå ãðóïïû
ñóììà ÷èñåë â îäíîé èç ãðóïï äåëèòñÿ íà ñóììó ÷èñåë â äðóãîé ãðóïïå.

3. Äàí âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê ABCDEF , â êîòîðîì 6 CAB = 6 FBA, 6 ECD =
6 BDC, 6 AEF = 6 DFE, 6 EAC = 6 FBD, 6 ACE = 6 BDF , 6 CEA = 6 DFB. Äîêà-
æèòå, ÷òî øåñòèóãîëüíèê, êîòîðûé îáðàçóåòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè îòðåçêîâ AC, BD,
CE, DF , EA è FB, ÿâëÿåòñÿ îïèñàííûì.

4. Íà ñòîëå ëåæàò 30 êó÷ ñïè÷åê: ïî 100, 101, 102, . . . , 129 ñïè÷åê. Äèìà è Ñàøà
èãðàþò â òàêóþ èãðó: õîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîæíî âçÿòü èç ëþáîé êó÷è îäíó ñïè÷êó,
ëèáî îáúåäèíèòü â îäíó êó÷ó äâå íåïóñòûå êó÷è, êîëè÷åñòâà ñïè÷åê â êîòîðûõ îäíîé
÷åòíîñòè. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé
èãðå, åñëè íà÷èíàåò Äèìà? (Ê. Êîõàñü)

Íàãðàæäåíèå ïîáåäèòåëåé îëèìïèàäû ñîñòîèòñÿ 24 àïðåëÿ â 17.00 â êèíîçàëå
Äâîðöà òâîð÷åñòâà þíûõ (Íåâñêèé ïð. 39)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îëèìïèàäà 2003 ãîäà. II òóð. 9 êëàññ. Âûâîäíàÿ àóäèòîðèÿ.
5. BM � ìåäèàíà îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC. Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå A ê

îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABM , è êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå C, ê îêðóæ-
íîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BCM , ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êà K, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå D îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AC, ëåæèò íà ïðÿìîé BM .

6. Äèìà è Ñàøà ðàññòàâëÿþò âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè ÷èñëà îò 1 äî 64 íà
øàõìàòíîé äîñêå. Äëÿ êàæäîé ðàññòàíîâêè Äèìà âû÷èñëÿåò ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â
êàæäîé ñòðîêå, à çàòåì ñêëàäûâàåò ïîëó÷åííûå 8 ïðîèçâåäåíèé. À Ñàøà âû÷èñëÿåò
ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â êàæäîé èç 15 äèàãîíàëåé, ïàðàëëåëüíûõ äèàãîíàëè h1�a8 (â
÷àñòíîñòè, ïåðâàÿ è ïÿòíàäöàòàÿ äèàãîíàëè ñîñòîÿò ëèøü èç îäíîãî ÷èñëà), à çàòåì
ñêëàäûâàåò ñâîè 15 ïðîèçâåäåíèé. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû äëÿ ïîëîâèíû èç âñåõ
âîçìîæíûõ ðàññòàíîâîê Äèìèíà ñóììà áóäåò áîëüøå Ñàøèíîé.

7. Íàéäèòå âñå òàêèå êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû f(x) = x2 +px+q ñ íåîòðèöàòåëüíû-
ìè öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b ÷èñëà
f(a) è f(b) âçàèìíî ïðîñòû, òî a è b òàêæå âçàèìíî ïðîñòû. (Ô. Ïåòðîâ, À. Õðàáðîâ)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2003 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

II òóð. 10 êëàññ.

1. Êîñòÿ óìíîæàë â ñòîëáèê äâà 50-çíà÷íûõ ÷èñëà. Îí íàïèñàë ýòè ÷èñëà îäíî
ïîä äðóãèì, çàòåì äëÿ êàæäîé ïàðû öèôð îäèíàêîâîãî ðàçðÿäà ïîäñ÷èòàë èõ ïðî-
èçâåäåíèå è âûïèñàë ïîëó÷åííûå 50 ïðîèçâåäåíèé â ñòðî÷êó áåç ïðîáåëîâ â ñîîòâåò-
ñòâóþùåì ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííîå Êîñòåé ÷èñëî íå ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ
èñõîäíûõ 50-çíà÷íûõ ÷èñåë. (Ê. Êîõàñü)

2. Äàí âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD òàêîé, ÷òî 6 ABC + 6 ABD = 90◦.
Íà äèàãîíàëè BD îòìå÷åíà òî÷êà E òàêàÿ, ÷òî BE = AD. Èç íåå íà ñòîðîíó AB
îïóùåí ïåðïåíäèêóëÿð EF . Äîêàæèòå, ÷òî CD + EF < AC. (À. Ïàñòîð)

3. Íà ëèñòå áóìàãè íàðèñîâàí ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 2003. Ïà-
ðàëëåëüíî åãî ñòîðîíàì ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ðàçáèâàþùèå åãî íà 20032 ïðàâèëüíûõ
òðåóãîëüíè÷êîâ ñî ñòîðîíîé 1. Ôåäÿ è Ñàøà õîäÿò ïî î÷åðåäè. Êàæäûé ñâîèì õî-
äîì îáâîäèò ôëîìàñòåðîì çàìêíóòóþ ëîìàíóþ, ïðîõîäÿùóþ ïî ñòîðîíàì åäèíè÷íûõ
òðåóãîëüíè÷êîâ è ÿâëÿþùóþñÿ ãðàíèöåé âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Ïðè ýòîì ðàç-
ëè÷íûå ëîìàíûå íå äîëæíû èìåòü îáùèõ òî÷åê. Íà÷èíàåò Ôåäÿ, ïðîèãðûâàåò íå
èìåþùèé õîäà. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

(Ä. Êàðïîâ, À. Ïàñòîð ïî ìîòèâàì çàäà÷è Ô. Áàõàðåâà)
4. Äàíî n ≥ 4 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ëþáûõ n− 2

èç ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ îñòàâøèõñÿ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè
ýòèõ ÷èñåë åñòü õîòÿ áû äâà îäèíàêîâûõ. (Ñ. Èâàíîâ)

Íàãðàæäåíèå ïîáåäèòåëåé îëèìïèàäû ñîñòîèòñÿ 24 àïðåëÿ â 17.00 â êèíîçàëå
Äâîðöà òâîð÷åñòâà þíûõ (Íåâñêèé ïð. 39)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îëèìïèàäà 2003 ãîäà. II òóð. 10 êëàññ. Âûâîäíàÿ àóäèòîðèÿ.
5. Â ñòðàíå 1000 ãîðîäîâ, íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíåíû äîðîãàìè. Îêàçà-

ëîñü, ÷òî îäèí èç êîíöîâ ëþáîé äîðîãè ÿâëÿåòñÿ ãîðîäîì, èç êîòîðîãî âûõîäèò íå
áîëåå 10 äîðîã. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî äîðîã ìîæåò áûòü â ýòîé ñòðàíå?

(Íåñêîëüêî ÷ëåíîâ Æþðè ïîä ðóêîâîäñòâîì Ñ. Èâàíîâà)
6. Äàíà îêðóæíîñòü ω è òî÷êà P âíå íåå. Ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç P ïðÿìàÿ ` ïåðåñå-

êàåò ω â òî÷êàõ A è B. Íà îòðåçêå AB îòìå÷åíà òî÷êà C òàêàÿ, ÷òî PA ·PB = PC2.
Òî÷êè M è N � ñåðåäèíû äâóõ äóã, íà êîòîðûå õîðäà AB ðàçáèâàåò îêðóæíîñòü ω.
Äîêàæèòå, ÷òî âåëè÷èíà 6 MCN íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðÿìîé `. (Ä. Äæóêè÷)

7. Äàíî ïðîñòîå ÷èñëî p è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ≥ p. Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ïðî-
èçâîëüíûé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à fk � êîëè÷åñòâî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ
ýòîãî íàáîðà, ñóììà ÷èñåë â êîòîðûõ äåëèòñÿ íà p. Äîêàæèòå, ÷òî

n∑
k=0

(−1)kfk
... p.

(Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî f0 = 1.) (À. Áàäçÿí)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2003 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

II òóð. 11 êëàññ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíîì x âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

4x17 + 17x15 ≤ 17x19 + 4 .

2. Â ïèêâèêñêîì êëóáå ñîñòîÿëî 100 äæåíòëüìåíîâ. Ìèñòåð Ïèêâèê ïîäñ÷èòàë,
ñêîëüêî äðóçåé èìååò êàæäûé èç îñòàâøèõñÿ 99 äæåíòëüìåíîâ ñðåäè ýòèõ 99 è çàïè-
ñàë ïîëó÷åííûå 99 ÷èñåë íà êàðòî÷êó â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Àíàëîãè÷íûå êàðòî÷êè
ñîñòàâèëè è îñòàëüíûå äæåíòëüìåíû. Âñå 100 êàðòî÷åê ñîõðàíèëèñü â àðõèâå äî
íàøèõ äíåé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñîñòàâèòü ñòî ïåðâóþ êàðòî÷êó, íà êîòîðîé íà-
ïèñàíî 100 ÷èñåë � êîëè÷åñòâà äðóçåé ó êàæäîãî èç äæåíòëüìåíîâ.

(×àñòíûé ñëó÷àé èçâåñòíîé ïðîáëåìû Òåîðèè Ãðàôîâ)
3. Íà áèññåêòðèñå óãëà A òðåóãîëüíèêà ABC âíóòðè òðåóãîëüíèêà íàøëàñü òàêàÿ

òî÷êà L, ÷òî 6 LBC = 6 LCA = 6 LAB. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà
îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. (Ô. Áàõàðåâ)

4. Îáîçíà÷èì ÷èñëî 1000! áóêâîé N . Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü âñå íàòóðàëüíûå
÷èñëà îò 1 äî N ïî îêðóæíîñòè â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òîáû ïðè îáõîäå ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî ïîëó÷àëîñü èç ïðåäûäóùåãî òàêîé îïåðàöèåé: ê
÷èñëó ïðèáàâëÿþò ëèáî 17, ëèáî 28, ïîñëå ÷åãî èç ðåçóëüòàòà, âîçìîæíî, âû÷èòàþò
N? (Ñ. Èâàíîâ)

Íàãðàæäåíèå ïîáåäèòåëåé îëèìïèàäû ñîñòîèòñÿ 24 àïðåëÿ â 17.00 â êèíîçàëå
Äâîðöà òâîð÷åñòâà þíûõ (Íåâñêèé ïð. 39)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îëèìïèàäà 2003 ãîäà. II òóð. 11 êëàññ. Âûâîäíàÿ àóäèòîðèÿ.
5. Äàí ìíîãî÷ëåí f(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè äëÿ íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë a è b ÷èñëà f(a) è f(b) âçàèìíî ïðîñòû, òî a è b òàêæå âçàèìíî
ïðîñòû. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî f(0) = 0, ëèáî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
d > 1, ÷òî f(n) ... d ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n. (Ô. Ïåòðîâ, À. Õðàáðîâ)

6. ABCD � òðàïåöèÿ (BC‖AD), H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABD, M � ñå-
ðåäèíà AD. Îêàçàëîñü, ÷òî HC ïåðïåíäèêóëÿðíî BM . X � òàêàÿ òî÷êà íà îòðåçêå
AB, ÷òî HX = HB. CX ïåðåñåêàåò BD â òî÷êå Y . Äîêàæèòå, ÷òî A, X, Y , D ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè. (Ô. Áàõàðåâ)

7. Ñóùåñòâóåò ëè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó, â êîòîðîì êàæäàÿ ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà êàê ìèíèìóì
ñòà äðóãèì ïðÿìûì èç ýòîãî ìíîæåñòâà? (Ô. Ïåòðîâ)


