
1 Ñòåïåíü òî÷êè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè

Îïðåäåëåíèå 1. Êàê èçâåñòíî, åñëè äàíû òî÷êà M è îêðóæíîñòü ω ñ
öåíòðîì â O è ðàäèóñîì R, òî äëÿ ëþáîé ïðÿìîé ïðîõîäÿùåé ÷åðåç M
è ïåðåñåêàþùåé îêðóæíîñòü â òî÷êàõ A è B ïðîèçâåäåíèå |MA| · |MB|
íå çàâèñèò îò ïðÿìîé. Åñëè âìåñòî äëèí îòðåçêîâ ðàññìàòðèâàòü íà-
ïðàâëåííûå îòðåçêè, òî MA · MB = |MO|2 − R2. Ýòó âåëè÷èíó ìû
áóäåì íàçûâàòü ñòåïåíüþ òî÷êèM îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω. Îò-
ìåòèì, ÷òî åñëè M ëåæèò âíå îêðóæíîñòè ω, òî ñòåïåíü ðàâíÿåòñÿ
êâàäðàòó êàñàòåëüíîé ïðîâåäåííîé èç M ê ω.

Óïðàæíåíèå 1. Ïóñòü äàíà îêðóæíîñòü. Íàéäèòå êàêèå çíà÷åíèÿ
ìîæåò ïðèíèìàòü ñòåïåíü òî÷êè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè.

Óïðàæíåíèå 2. Ïóñòü äàíû îêðóæíîñòü è ÷èñëî. Îïèøèòå ìíîæå-
ñòâî òî÷åê, ó êîòîðûõ èìåííî òàêàÿ ñòåïåíü òî÷êè îòíîñèòåëüíî
îêðóæíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2. Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ïîäîáèåì ñ êîýôôèöèåí-
òîì k, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé, à âñå ðàññòîÿíèÿ èçìåíÿþòñÿ
ðîâíî â k ðàç.

Ïðèìåð 3. Ãîìîòåòèåé ñ öåíòðîì â O è êîýôôèöèåíòîì k 6= 0 íà-
çûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå X â X ′ òàê, ÷òî OX ′ = kOX.
Ãîìîòåòèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì ñ êîýôôèöèåíòîì |k|.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïðè ïîäîáèè ïðÿìûå ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå; óãëû â ðàâ-
íûå èì óãëû; îêðóæíîñòè â îêðóæíîñòè, ïðè÷åì èõ öåíòðû â öåíòðû.

Îïðåäåëåíèå 5. Ðàäèêàëüíîé îñüþ äâóõ íåêîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíî-
ñòåé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, ó êîòîðûõ ñòåïåíè òî÷êè îòíî-
ñèòåëüíî îäíîé îêðóæíîñòè è äðóãîé ðàâíû.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî ó äâóõ êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé èõ
ðàäèêàëüíîé îñüþ ÿâëÿåòñÿ èõ îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ.

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî ó äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé
èõ ðàäèêàëüíîé îñüþ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç èõ òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ.

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî ó ïðîèçâîëüíûõ äâóõ îêðóæíîñòåé
èõ ðàäèêàëüíîé îñüþ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé, ñî-
åäèíÿþùåé èõ öåíòðû.
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Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü çàôèêñèðîâàíà ïðÿìàÿ l. Äâå îêðóæíîñòè íà-
çûâàþòñÿ ñîîñíûìè, åñëè l ÿâëÿåòñÿ èõ ðàäèêàëüíîé îñüþ. (Äîïîëíè-
òåëüíî ñ÷èòàåì, ÷òî îêðóæíîñòü ñîîñíà ñàìà ñåáå.)

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî ñîîñíîñòü � ýòî îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 7. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñîîñíîñòè íàçûâàåòñÿ ïó÷-
êîì ñîîñíûõ îêðóæíîñòåé.

Óïðàæíåíèå 7. Ïóñòü äàíû 3 îêðóæíîñòè, öåíòðû êîòîðûõ íå ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äëÿ êàæäîé ïàðû îêðóæíîñòåé ïðîâîäèòñÿ èõ
ðàäèêàëüíàÿ îñü. Äîêàæèòå, ÷òî âñå îíè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 8. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Óïðàæíåíèå 8. Åñëè [PT ] è [PU ] � êàñàòåëüíûå èç òî÷êè P ê äâóì
êîíöåíòðè÷åñêèì îêðóæíîñòÿì, ïðè÷åì òî÷êà T íàõîäèòñÿ íà ìåíü-
øåé èç íèõ, åñëè îòðåçîê [PT ] ïåðåñåêàåò áîëüøóþ îêðóæíîñòü â òî÷-
êå Q, òî |PT |2 − |PU |2 = |QT |2.

2 Èíâåðñèÿ. Äåéñòâèå íà îêðóæíîñòè è ïðÿ-

ìûå

Îïðåäåëåíèå 9. Èíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â
òî÷êå O è ðàäèóñîì R � ýòî îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò òî÷-
êå X òàêóþ òî÷êó X ′ íà ëó÷å [OX), ÷òî |OX| · |OX ′| = R2.

Óòâåðæäåíèå 10. Êîìïîçèöèÿ äâóõ èíâåðñèé îòíîñèòåëüíî êîíöåí-
òðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ãîìîòåòèåé.

Óïðàæíåíèå 9. Êîìïîçèöèÿ èíâåðñèè è ãîìîòåòèè ñ òåì æå öåí-
òðîì ÿâëÿåòñÿ èíâåðñèåé.

Óïðàæíåíèå 10. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð èíâåðñèè, ïåðåõî-
äèò â ñåáÿ.

Óïðàæíåíèå 11. Ïðÿìàÿ, íåïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð èíâåðñèè, ïåðå-
õîäèò â îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç öåíòð èíâåðñèè.

Óïðàæíåíèå 12. Îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êîíöû äèàìåòðà îêðóæ-
íîñòè èíâåðñèè, ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü ñèììåòðè÷íóþ èñõîäíîé,
îòíîñèòåëüíî ýòîãî äèàìåòðà (èëè öåíòðà èíâåðñèè).
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Îïðåäåëåíèå 11. Óãîë ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðóæíîñòÿìè �
ýòî óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè â èõ òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ.

Çàìå÷àíèå 12. Âåëè÷èíà ýòîãî óãëà íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ òàê êàê êàðòèíêà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ñî-
åäèíÿþùåé èõ öåíòðû.

Ïðèìåð 13. Îêðóæíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà ðàäèóñû, ïðîâåäåííûå ê òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíû-
ìè.

Óïðàæíåíèå 13. Îêðóæíîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îêðóæíîñòè èíâåð-
ñèè ïåðåõîäèò â ñåáÿ.

Óïðàæíåíèå 14. Ëþáàÿ îêðóæíîñòü, íå ñîäåðæàùàÿ âíóòðè öåíòð
èíâåðñèè, ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü.

Óïðàæíåíèå 15. Ëþáàÿ îêðóæíîñòü, ñîäåðæàùàÿ âíóòðè öåíòð èí-
âåðñèè, ïåðåõîäèò â îêðóæíîñòü.

Òåîðåìà 14. Îêðóæíîñòè è ïðÿìûå ïðè èíâåðñèè ïåðåõîäÿò â îêðóæ-
íîñòè è ïðÿìûå.

Óïðàæíåíèå 16. Ïðè èíâåðñèè òî÷êà A ïåðåõîäèò â A′. Äîêàæèòå,
÷òî ëþáàÿ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç A è A′ ïåðåõîäèò â ñåáÿ.

Óïðàæíåíèå 17. Ëþáàÿ òî÷êà P íå ëåæàùàÿ íà îêðóæíîñòè ω ïåðå-
õîäèò ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî ω âî âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ëþ-
áûõ äâóõ îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç P è îðòîãîíàëüíûõ îêðóæ-
íîñòè ω.

Óïðàæíåíèå 18. Ïóñòü ó äâóõ îêðóæíîñòåé åñòü 4 îáùèå êàñàòåëü-
íûå. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû ýòèõ ÷åòûðåõ îòðåçêîâ ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé.

3 Èíâåðñèÿ. Óãëû, äâîéíîå îòíîøåíèå, äåé-

ñòâèå íà ïó÷êè ñîîñíûõ îêðóæíîñòåé

Óòâåðæäåíèå 15. Êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè è ïðÿìûå ïåðåõîäÿò ïðè
èíâåðñèè â êàñàþùèåñÿ îêðóæíîñòè è ïðÿìûå.

Óïðàæíåíèå 19. Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ñîõðàíÿåòñÿ ïðè èíâåðñèè.
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Óïðàæíåíèå 20. Óãîë ìåæäó îêðóæíîñòÿìè è ïðÿìûìè ñîõðàíÿåòñÿ
ïðè èíâåðñèè.

Çàìå÷àíèå 16. Áóäåì ñ÷èòàòü ïó÷êîì ñîîñíûõ îêðóæíîñòåé åùå íåñêîëü-
êî âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ: ïó÷îê ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ; ïó÷îê ïðÿìûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó; ïó÷îê êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé.

Óïðàæíåíèå 21. Åñëè äàíû äâå îêðóæíîñòè, òî ìíîæåñòâî ïåðïåí-
äèêóëÿðíûõ èì îêðóæíîñòåé îáðàçóåò ïó÷îê ñîîñíûõ îêðóæíîñòåé.

Óïðàæíåíèå 22. Äëÿ ëþáîãî ïó÷êà ñîîñíûõ îêðóæíîñòåé åñòü äðóãîé
ïó÷îê ñîîñíûõ îêðóæíîñòåé òàêîé, ÷òî ëþáàÿ îêðóæíîñòü èç ïåðâîãî
ïó÷êà ïåðïåíäèêóëÿðíà ëþáîé îêðóæíîñòè èç âòîðîãî.

Óïðàæíåíèå 23. Ïó÷êè ñîîñíûõ îêðóæíîñòåé ïåðåõîäÿò ïðè èíâåð-
ñèè â ïó÷êè ñîîñíûõ îêðóæíîñòåé.

Óïðàæíåíèå 24. Ëþáûå äâå íåêîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ìîæíî
ïåðåâåñòè ñ ïîìîùüþ èíâåðñèè â êîíöåíòðè÷åñêèå.

Óïðàæíåíèå 25. ÏîðèçìØòåéíåðà. Ðàññìîòðèì äâå íåêîíöåíòðè-
÷åñêèå îêðóæíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ âíóòðè äðóãîé. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêðóæíîñòåé, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âíóò-
ðè ïîëó÷èâøåãîñÿ �êîëüöà� òàê, ÷òî êàæäàÿ îêðóæíîñòü èç ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè êàñàåòñÿ âíóòðåííåé è âíåøíåé îêðóæíîñòåé è, êðî-
ìå òîãî ïðåäûäóùåé è ïîñëåäóþùåé îêðóæíîñòåé. Îêàçàëîñü, ÷òî îä-
íà òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàöèêëèâàåòñÿ è ñîäåðæèò n îêðóæ-
íîñòåé. Òîãäà åñëè íà÷àòü òàêæå ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-
÷èíàÿ ñ äðóãîé îêðóæíîñòè (íå âõîäÿùóþ â èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü) òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òîæå çàöèêëèâàåòñÿ è ñîäåðæèò
n îêðóæíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 17. Äâîéíûì (ñëîæíûì) îòíîøåíèåì òî÷åê A, B, C è
D íàçûâàåòñÿ

{AB,CD} = |AC| · |BD|
|AD| · |BC|

.

Åñëè îäíà èç òî÷åê áåñêîíå÷íî óäàëåí, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå áåñêîíå÷íû ðàññòîÿíèÿ êàê áû �ñîêðàùàþòñÿ�, íàïðèìåð

{AB,C∞} = |AC|
|BC|

.

Óïðàæíåíèå 26. Åñëè ñðåäè òî÷åê A, B, C è D íåò íè öåíòðà èí-
âåðñèè, íè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè, òî äâîéíîå îòíîøåíèå ñîõðà-
íÿåòñÿ ïðè èíâåðñèè.
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Óïðàæíåíèå 27. Åñëè ñðåäè òî÷åê A, B, C è D åñòü öåíòð èíâåð-
ñèè èëè áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà, òî äâîéíîå îòíîøåíèå âñå ðàâíî
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè èíâåðñèè.

Óïðàæíåíèå 28. Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ. Ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷å-
òûðüìÿ ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè A, B, C è D óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-
íèþ

|AB| · |CD|+ |BC| · |AD| > |AC| · |BD|,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî åñëè A, B, C è D ëåæàò íà îäíîé
îêðóæíîñòè â òàêîì ïîðÿäêå èëè íà îäíîé ïðÿìîé â òàêîì ïîðÿäêå
èëè ïåðåñòàâëåííûå ïî öèêëó.
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