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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Îïåðàòîð Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ óíè�

âåðñàëüíûì îáúåêòîì, èñïîëüçóåìûì â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìåõàíèêè è �èçè�

êè. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ýòîò îïåðàòîð ïîÿâëÿåòñÿ êàê êèíåòè÷åñêàÿ ÷àñòü

îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà [1℄, â ýëåêòðîäèíàìèêå, òåîðèè ïîëÿ, ìåõàíèêå ñïëîø�

íûõ ñðåä è ãèäðîäèíàìèêå � â êà÷åñòâå îïåðàòîðà êâàäðàòè÷íîé �îðìû �óíê�

öèîíàëà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè [2℄, [3℄, [4℄, â òåðìîäèíàìèêå � êàê îïåðàòîð,

îïðåäåëÿþùèé ñêîðîñòü ïåðåäà÷ó òåïëà â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè [5℄. Óíè�

âåðñàëüíîñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà çàêëþ÷àåòñÿ, ïðåæäå âñåãî, â âîçìîæíîñòè

òî÷íî ðåøèòü îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñ åãî ó÷àñòèåì, êàê â êîîðäèíàòíîì ïðåä�

ñòàâëåíèè, ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî îïåðàòîðà èëè �óíêöèè �ðèíà [6, ñòð. 73℄,

òàê è ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ëèáî äðóãîãî ñïîñîáà ðàçäåëåíèÿ ïå�

ðåìåííûõ [7℄. Áîëåå ñëîæíûå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå êðîìå îïåðàòîðà Ëàïëàñà

òàêæå äîáàâêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå ìàëîìó ïàðàìåòðó, ìîãóò áûòü òî÷íî, ëèáî

ïðèáëèæåííî ðåøåíû ìåòîäîì òåîðèè âîçìóùåíèé [8℄, òî åñòü ñ ïîìîùüþ ðàçëî�

æåíèÿ â ðÿä ïî ïàðàìåòðó. Ñðåäè ïðèìåðîâ, äîïóñêàþùèõ òàêîé âèä ðåøåíèé,

ìîæíî ïåðå÷èñëèòü ìåòîä �óíêöèîíàëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ â òåîðèè ïîëÿ [3℄ è êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé â ñòàòèñòè�

÷åñêîé �èçèêå [9℄, ìåòîä ïðèáëèæåíèÿ Áîðíà â òåîðèè ðàññåÿíèÿ [1, ñòð. 156℄ è

äðóãèå. Âñå ýòè ìåòîäû èñïîëüçóþò â òîì èëè èíîì âèäå �óíêöèè �ðèíà, ðàç�

ëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì (ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå) èëè æå âûðàæåíèå

äëÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû îáðàòíîãî îïåðàòîðà.

Â òî æå âðåìÿ, ïåðå÷èñëåííûå âûøå ìåòîäû îáëàäàþò ñóùåñòâåííûì íåäî�

ñòàòêîì: îíè ïîäðàçóìåâàþò íàëè÷èå (ìàëîãî) ïàðàìåòðà è îáùóþ ñõîäèìîñòü

ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé â èññëåäóåìîé çàäà÷å. Ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò äàëå�

êî íå âñå ìîäåëè, ðàññìàòðèâàåìûå â ìåõàíèêå è �èçèêå. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

òåîðèÿ âîçìóùåíèé îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèìîé è íå äàåò êîððåêòíûå ðåçóëüòà�

òû.
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Íà ýòîì �îíå òåîðèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè (òàê�

æå íàçûâàåìàÿ ñ ëèòåðàòóðå òåîðèåé ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé [10℄) ïîêàçàëà,

÷òî ñóùåñòâóþò îáúåêòû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âîçìóùåíèÿìè îïåðàòîðà Ëàïëà�

ñà îïðåäåëåííîãî âèäà è îáëàäàþò áîëüøåé ÷àñòüþ åãî ïîëåçíûõ ñâîéñòâ. Â

÷àñòíîñòè, ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ïî-ïðåæíåìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êâàäðà�

òè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé, à íå ÿâëÿåòñÿ

�îðìîé áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè. Êðîìå òîãî, âîçìóùåííûå îïåðàòîðû äîïóñêà�

þò òî÷íîå îïèñàíèå â òåðìèíàõ ðåçîëüâåíòû, ïîäîáíîé ðåçîëüâåíòå îïåðàòîðà

Ëàïëàñà [11℄, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, â òåðìèíàõ ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ñ

ïðîñòûìè ñïåêòðàëüíûìè ïðîåêòîðàìè. Ýòè ñâîéñòâà ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü

òåîðèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè, êàê äëÿ ïîëíîãî îïèñà�

íèÿ êàêèõ-ëèáî �èçè÷åñêèõ èëè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, òàê è â êà÷åñòâå òî÷íûõ

çàòðàâî÷íûõ ðåøåíèé ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè âîçìóùåíèé, êàê ðàçëîæåíèÿ ïî

ìàëîìó ïàðàìåòðó.

Â ðàáîòå [11℄ ìîäåëü ñêàëÿðíîé òðåõìåðíîé ÷àñòèöû, âçàèìîäåéñòâóþùåé

ñ òî÷å÷íûì ïîòåíöèàëîì áûëà èññëåäîâàíà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè îïåðàòîðîâ.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äàííîé ìîäåëè ìîæíî âûáðàòü òàêîé ðåæèì ïåðåíîð�

ìèðîâêè (ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ è ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè

ó÷èòûâàåìûõ ñîñòîÿíèé), ÷òî îïåðàòîð Øðåäèíãåðà ïðèîáðåòàåò ñòðîãèé ìàòå�

ìàòè÷åñêèé ñìûñë. Åìó ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ðàñøèðåíèå ñèììåòðè÷åñêîãî

îïåðàòîðà, ïîëó÷àåìîãî èç îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñóæåíèåì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

äî ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé, èñ÷åçàþùèõ â íà÷àëå êîîðäèíàò (òî÷êå âçàèìîäåé�

ñòâèÿ) âìåñòå ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Äëÿ ýòîãî ðàñøèðåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ðåçîëü�

âåíòà, à ÷åðåç íåå � ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ è îñòàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ìîäåëè.

Âìåñòå ñ òåì, âçàèìîäåéñòâèå ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè ìîæåò áûòü

îïèñàíî â òåðìèíàõ ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà Ëàïëàñà (îïå�

ðàòîðà Øðåäèíãåðà ñâîáîäíîé ÷àñòèöû). Òàêîå îïèñàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì è

íàãëÿäíûì, òàê êàê ðàñøèðåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà èìååò ñìûñë ìàòåìà�

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâóþùåé ÷àñòèöû â êàêîì-ëèáî
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êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè. Âèä ýòîãî ðàñøèðåíèÿ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé �èçè÷åñêîé çàäà÷è, à ñàìî ðàñøèðåíèå êâàäðàòè÷íîé

�îðìû èçíà÷àëüíî èìååò ñòðîãèé ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë è íå òðåáóåò ïðîâå�

äåíèÿ ïåðåíîðìèðîâêè. Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð Øðåäèíãåðà îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ôðèäðèõñà-Ñòîóíà [42℄, äàëåå ìîãóò áûòü

âû÷èñëåíû åãî ðåçîëüâåíòà è ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå.

Èç ýòèõ ñâîéñòâ òàêæå âûòåêàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âçàèìî�

äåéñòâèÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè, ñ�îðìóëèðîâàííîé â òåðìèíàõ êâàä�

ðàòè÷íûõ �îðì, äëÿ îïèñàíèÿ �óíêöèîíàëà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ýëåêòðî�

äèíàìèêå èëè òåîðèè ïîëÿ. �àñøèðåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà Ëàïëà�

ñà íà ïîïåðå÷íîì ïîäïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþò âçàèìîäåéñòâèþ êëàññè÷åñêî�

ãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ òî÷å÷íûì îáúåêòîì (ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé

âîëíû íà òî÷å÷íîì çàðÿäå). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ðå�

çîëüâåíòû èëè ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, çàäàþ�

ùåãî êâàäðàòè÷íóþ �îðìó �óíêöèîíàëà ýíåðãèè â ýëåêòðîäèíàìèêå, îêàçûâà�

åòñÿ åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè

ïîòåíöèàëàìè.

Â äàííîé ðàáîòå îïèñàííûå âûøå ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ ê ðàíåå íå èññëåäî�

âàííûì ñëó÷àÿì âçàèìîäåéñòâèÿ ïîïåðå÷íîãî è ïðîäîëüíîãî âåêòîðíûõ ïîëåé

ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè. Â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ íà ìíîæåñòâå ïî�

ïåðå÷íûõ èëè ïðîäîëüíûõ �óíêöèé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, èñ÷åçàþùèõ â

îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò âìåñòå ñ ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, ñòðîèòñÿ ñèì�

ìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð, à çàòåì èññëåäóþòñÿ åãî ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ.

Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé ðàäèàëüíûõ ÷àñòåé ýòîãî îïåðàòîðà ñòðî�

ÿòñÿ ðåçîëüâåíòû è ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ, à çàòåì ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåíîñ

ðåçîëüâåíòû íà ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ. Â ðåçóëüòàòå âûâî�

äÿòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ çàìêíóòûõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì, ñîîòâåòñòâóþùèõ âçàè�

ìîäåéñòâèþ ïîïåðå÷íîãî èëè ïðîäîëüíîãî ïîëÿ ñî ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûìè

ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè.
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Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ. �àáîòà ÿâëÿåòñÿ ðàñ�

ïðîñòðàíåíèåì òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè, îïèñû�

âàåìîé â òåðìèíàõ ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷íûõ �îðì, íà ñëó÷àé ïîïåðå÷íîãî

è ïðîäîëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíûõ �óíêöèé. Ìàòåìà�

òè÷åñêè ñòðîãàÿ òåîðèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîé ÷àñòèöû (÷à�

ñòèö) ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ ðàáîòû [11℄, â êîòîðîé

âçàèìîäåéñòâèå ñêàëÿðíîé òðåõìåðíîé ÷àñòèöû ñ òî÷å÷íûì ïîòåíöèàëîì ðàñ�

ñìàòðèâàëîñü ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ðàñøèðåíèé ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ

ñ êîíå÷íûìè èíäåêñàìè äå�åêòà. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòî òåîðèè âêëþ÷àëî

â ñåáÿ òåîðèþ îáîáùåííûõ ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé [12℄, íåñêîëüêèõ ÷àñòèö ñ

ñèíãóëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèåì [15℄, [16℄, à òàêæå âçàèìîäåéñòâèé, ñîñðåäîòî÷åí�

íûõ íà ïîäìíîãîîáðàçèÿõ íèçêîé ðàçìåðíîñòè [17℄. Íà äàííûé ìîìåíò òåîðèÿ

âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ õîðîøî

èçó÷åííóþ îáëàñòü ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, îïèðàþùóþñÿ íà �óíäàìåíòàëü�

íûé àïïàðàò �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà (ñì. îáçîð [10℄). Îäíàêî, åå ïðèëîæå�

íèå, ïðåäñòàâëåííîå â äàííîé ðàáîòå, äî ñèõ ïîð îñòàâàëîñü âíå ïîëÿ çðåíèÿ

èññëåäîâàòåëåé.

Áàçèñ âåêòîðíûõ ñ�åðè÷åñêèõ ãàðìîíèê áûë â ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ ââå�

äåí â ðàáîòàõ [18℄, [19℄ è ïîëó÷èë äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ìàòåìàòè÷åñêîé �è�

çèêå [20℄, â ïðèëîæåíèÿõ ê ìàãíèòîñòàòèêå [21℄, è ýëåêòðîäèíàìèêå [22℄ è ãèä�

ðîäèíàìèêå [23℄.

Òåîðèÿ ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷íûõ �îðì îïèðàåòñÿ íà ðàáîòû Ôðèäðèõñà

è Ñòîóíà [42℄ è èõ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå Ì. �. Êðåéíîì [44℄. Åå ïðèëîæåíèÿ ê

âçàèìîäåéñòâèþ ñ ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè áûëè îïèñàíû â ðàáîòàõ [14℄,

[6, ñòð. 190℄.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû: Öåëüþ íàñòîÿùåé äèññåðòà�

öèè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòî�

ðà Ëàïëàñà íà ïîïåðå÷íîì è ïðîäîëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâàõ ïðîñòðàíñòâà âåê�

òîðíûõ �óíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ, ïîðîæäåííûõ âçàèìîäåéñòâèåì ñ òî÷å÷íîé
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ñèíãóëÿðíîñòüþ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè áûëè ðåøåíû ñëåäóþùèå

çàäà÷è:

• Íà ìíîæåñòâå �óíêöèé, èñ÷åçàþùèõ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò âìå�

ñòå ñ ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ áûëè ïîñòðîå�

íû ñèììåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû, è ïîêàçàíî, ÷òî îíè èìåþò íåòðèâèàëüíûå

èíäåêñû äå�åêòà.

• Áûëè èññëåäîâàíû ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ.

• Äëÿ ðàñøèðåíèé ðàäèàëüíûõ ÷àñòåé áûëè ïîñòðîåíû ðåçîëüâåíòû è ñïåê�

òðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ, à çàòåì ïîñòðîåíû ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðîâ â òðåõ�

ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

• Áûëè ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ çàìêíóòûõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì, ñîîòâåò�

ñòâóþùèõ âçàèìîäåéñòâèþ ïîïåðå÷íîãî èëè ïðîäîëüíîãî ïîëÿ ñî ñ�åðè�

÷åñêè ñèììåòðè÷íûìè ñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïî�

ëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ èìååò òåî�

ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. �åçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, â ÷àñòíîñòè, îïè�

ñàíèå ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïîïåðå÷íîì ïîäïðî�

ñòðàíñòâå è ðàñøèðåíèé åãî êâàäðàòè÷íîé �îðìû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â

ýëåêòðîäèíàìèêå, â �èçèêå òâåðäîãî òåëà, äëÿ îïèñàíèÿ �ýëååâñêîãî ðàññåÿ�

íèÿ, à òàêæå â ëþáîé äðóãîé òåîðèè, ñîäåðæàùåé âçàèìîäåéñòâèå ïîïåðå÷íûõ

âîëí ñ òî÷å÷íûìè ñèíãóëÿðíîñòÿìè ñðåäû ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Èññëåäîâàíèå èñïîëüçóåò òà�

êèå øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûå ìåòîäû òåîðèè îïåðàòîðîâ â �èëüáåðòîâîì ïðî�

ñòðàíñòâå êàê ðàñøèðåíèå ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ñ êîíå÷íûìè èíäåêñàìè

äå�åêòà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êýëè, âû÷èñëåíèå ñïåêòðàëüíîãî ðàçëî�

æåíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ÷åðåç ïîëþñà åãî ðåçîëüâåíòû è ñêà÷åê
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ðåçîëüâåíòû íà ãðàíèöå ðàçðåçà â ñïåêòðàëüíîé ïëîñêîñòè. �åçîëüâåíòû ñàìî�

ñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïîïåðå÷íîì è ïðîäîëüíîì ïîä�

ïðîñòðàíñòâàõ ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Êðåéíà äëÿ ðàçíîñòè ðåçîëüâåíò.

Òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì áàçèñà

âåêòîðíûõ ñ�åðè÷åñêèõ ãàðìîíèê è òåîðèÿ çàìêíóòûõ ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷�

íûõ �îðì, ïîðîæäåííûõ ïîëóîãðàíè÷åííûì ñèììåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîïåðå÷íîãî è ïðîäîëüíîãî

ïîäïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà âåêòîðíûõ �óíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ, â êîòîðîé

èíäóöèðîâàííûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è ðàäèàëüíûå ÷àñòè îïåðàòîðà Ëà�

ïëàñà çàäàþòñÿ îäíèìè è òåìè æå äè��åðåíöèàëüíûìè îïåðàöèÿìè (äëÿ ïîïå�

ðå÷íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ýòî ñâîéñòâî îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ïîëîâèíå ïàðàìåòðè�

çóþùèõ ðàäèàëüíûõ �óíêöèé).

2. Äîêàçàíî, ÷òî â ïîäïðîñòðàíñòâàõ ñ îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l = 1 ðà�

äèàëüíûå ÷àñòè îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ �óíêöèé, áûñòðî

óáûâàþùèõ â íà÷àëå êîîðäèíàò, â èíäóöèðîâàííîì ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè ÿâ�

ëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè ñ èíäåêñàìè äå�åêòà (1,1). Ïîñòðîåíû

ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ è èõ ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ.

3. Ïîñòðîåíû âûðàæåíèÿ äëÿ çàìêíóòûõ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ðàñ�

øèðåíèé êâàäðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïîïåðå÷íîì è ïðîäîëüíîì

ïîäïðîñòðàíñòâàõ, îïðåäåëÿåìûå óêàçàííûìè âûøå ñàìîñîïðÿæåííûìè ðàñøè�

ðåíèÿìè ðàäèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Äîñòîâåðíîñòü

èññëåäîâàíèÿ îáóñëîâëåíà âûñîêîé ñòåïåíüþ ðàçðàáîòàííîñòè è äëèòåëüíîé

èñòîðèåé ïðèìåíåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå èñïîëüçóåìûõ â ðàáîòå ìåòî�

äîâ òåîðèè îïåðàòîðîâ â �èëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. �åçóëüòàòû äîêëàäû�

âàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ Ëàáîðàòîðèè Ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì �èçèêè

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî îòäåëåíèÿ Ìàòåìàòè÷åñêîãî Èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåê�

ëîâà �ÀÍ.
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Ïóáëèêàöèè. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [24℄, [26℄,

[27℄, [31℄, èç íèõ 3 ñòàòüè [24℄, [26℄, [27℄ â ðåöåíçèðóåìîì èçäàíèè, âõîäÿùåì â

ñïèñîê ÂÀÊ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è ïîëîæåíèÿ, âû�

íîñèìûå íà çàùèòó, ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî è îïóáëèêîâàíû áåç ñîàâòîðîâ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

3 ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è áèáëèîãðà�èè. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 82 ñòðàíèöû.

Áèáëèîãðà�èÿ âêëþ÷àåò 45 íàèìåíîâàíèé íà 4 ñòðàíèöàõ.
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Óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• èíäåêñ l èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà

0 ≤ l ≤ ∞

• ñèìâîë l̂ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåëè÷èíû
√

l(l + 1)

• èíäåêñ m èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîåêöèè îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà

íà òðåòüþ êîîðäèíàòíóþ îñü, 0 ≤ |m| ≤ l.

• ñèìâîëû ~x è ~y èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå R3

• èíäåêñû j è k íóìåðóþò êîìïîíåíòû âåêòîðîâ xj, yk â ïðîñòðàíñòâå R
3

• ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì j, k ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå

• ñèìâîë ∂k, íàðÿäó ñ
∂

∂xk
, îáîçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ â íàïðàâëåíèè

k-ãî êîîðäèíàòíîãî îðòà

• ñèìâîë

~∂ îáîçíà÷àåò âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè ∂k

• îáîçíà÷åíèå Dl èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äè��åðåíöèàëüíîé îïåðàöèè rl ddrr
−l

• îïåðàòîð Ëàïëàñà (äè��åðåíöèàëüíàÿ îïåðàöèÿ) ∆ èìååò ñëåäóþùèé

çíàê:

∆ = − ∂2

∂x2k
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�ëàâà 1

Âåêòîðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà â ñ�åðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ

Äëÿ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðè äåéñòâèè ñêàëÿðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà

â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ åñòåñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ áàçèñîì ñ�åðè÷åñêèõ

�óíêöèé. Â âåêòîðíîì ñëó÷àå àíàëîãîì ýòèõ �óíêöèé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûå ñ�å�

ðè÷åñêèå ãàðìîíèêè. Â ýòîé ãëàâå áóäåò ïðåäúÿâëåíà ïàðàìåòðèçàöèÿ âåêòîð�

íûõ �óíêöèé â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîçâîëÿþùàÿ ÿâíî âûäåëèòü

ïîïåðå÷íûå è ïðîäîëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïðè

ýòîì ñâîäèòñÿ ê äåéñòâèþ îäíîìåðíûõ ðàäèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ïðîñòðàí�

ñòâàõ ñ íåêîòîðûìè èíäóöèðîâàííûìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè.

1.1. Ñêàëÿðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà

Íà÷íåì îïèñàíèå âåêòîðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíà�

òàõ ñî ñêàëÿðíîãî ïðèìåðà. Ñêàëÿðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà äåéñòâóåò â ïðîñòðàí�

ñòâå äâà ðàçà äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ ïî ïðàâèëó

∆ : f(~x) → ∆f(~x) = −
3

∑

j=1

∂2f

∂x2j
.

Ïðè ïåðåõîäå ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì

~x = ~x(r, ϑ, ϕ) =











r cosϑ cosϕ

r cosϑ sinϕ

r sinϑ











,

0 ≤ r, 0 ≤ ϑ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π

ñêàëÿðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà ïðèîáðåòàåò âèä

∆f(~x(r, ϑ, ϕ)) = − 1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
f − 1

r2 sinϑ

( ∂

∂ϑ
sinϑ

∂

∂ϑ
+

1

sinϑ

∂2

∂ϕ2

)

f.
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Ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

f(x(r, ϑ, ϕ)) =
∑

0≤|m|≤l

νlm(r)Ylm(ϑ, ϕ) (1.1)

ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â âèäå

∆f =
∑

0≤|m|≤l

(

− 1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
+
l(l + 1)

r2
)

νlm(r)Ylm(ϑ, ϕ), (1.2)

ãäå Ylm(ϑ, ϕ) � ýòî ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè, òî åñòü �óíêöèè íà ñ�åðå S
2
, òàêèå,

÷òî

− 1

sinϑ

( ∂

∂ϑ
sinϑ

∂

∂ϑ
+

1

sinϑ

∂2

∂ϕ2

)

Ylm(ϑ, ϕ) = l(l + 1)Ylm(ϑ, ϕ),

π∫

0

dϑ sinϑ

2π∫

0

dϕYl′m′(ϑ, ϕ)Ylm(ϑ, ϕ) = δll′δmm′.

Ïðèâåäåííûå äàëåå �îðìóëû íå áóäóò çàâèñåòü îò êîíêðåòíîãî âèäà ïàðàìåò�

ðèçàöèè òî÷êè íà ñ�åðå S2 ÷åðåç óãëû ϑ, ϕ, ïîýòîìó ìû äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè

çàìåíèì ïåðåìåííûå ϑ, ϕ íà îáùóþ êîîðäèíàòó íà ñ�åðå Ω. Íàì âàæåí ëèøü

�àêò ïîëíîòû íàáîðà Ylm(Ω) [28, ñòð. 81℄, êîòîðûé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáóþ

äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ �óíêöèþ ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

(1.1).

Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà (1.2) ïîêàçûâàåò, ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëà�

ñà ñâîäèòñÿ ê äåéñòâèþ îïåðàòîðîâ

τl : νl(r) → − 1

r2
d

dr
r2
d

dr
νl(r) +

l(l + 1)

r2
νl(r) (1.3)

íà ïðîñòðàíñòâå äâà ðàçà äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé çàäàííûõ íà ïîëîæè�

òåëüíîé ïîëóîñè. Ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

(

f, g
)

R3
=

∫

R3

f(~x)g(~x) d3x (1.4)

ñîîòâåòñòâóþò èíòåãðàëû ïî ïîëóîñè ñ âåñîì r2

(

fνlm, fν̃l′m′

)

R3
= δll′δmm′

∞∫

0

νlm(r)ν̃lm(r)r
2dr, (1.5)
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ãäå

fνlm(~x(r,Ω)) = νlm(r)Ylm(Ω), fν̃l′m′(~x(r,Ω)) = νl′m′(r)Yl′m′(Ω).

Ïðè ïîìîùè �óíêöèîíàëüíîé çàìåíû ul(r) = rνl(r) îïåðàòîðû τl ïðåîáðàçóþò�

ñÿ â îïåðàòîðû

Tl : ul → Tlul = − d2

dr2
ul +

l(l + 1)

r2
ul, (1.6)

à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïåðåõîäèò â èíòåãðàë ïî ïîëóîñè

(

fulm
, fvl′m′

)

R3
= δll′δmm′(ulm, vlm) ≡ δll′δmm′

∞∫

0

ulm(r)vlm(r)dr, (1.7)

ãäå

fulm
(~x(r,Ω)) =

ulm(r)

r
Ylm(Ω), fvl′m′(~x(r,Ω)) =

vl′m′(r)

r
Yl′m′(Ω).

1.2. Âåêòîðíûå ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè

Äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè âåêòîðíûõ �óíêöèé âìåñòî ñêàëÿðíîãî áàçèñà Ylm

ââåäåì òðè âåêòîðíûå ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè [18℄, [19℄

~Υlm(Ω) =
~x

r
Ylm(Ω), 0 ≤ l, |m| ≤ l, (1.8)

~Ψlm(Ω) =(l(l+ 1))−1/2r~∂Ylm(Ω), 1 ≤ l, |m| ≤ l, (1.9)

~Φlm(Ω) =(l(l+ 1))−1/2(~x× ~∂)Ylm(Ω), 1 ≤ l, |m| ≤ l. (1.10)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â îïðåäåëåíèå ýòèõ �óíêöèé âõîäèò ïåðåìåííàÿ r è çàâè�

ñÿùèå îò íåå êîîðäèíàòû ~x, íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî �óíêöèè

~Υ, ~Ψ è

~Φ çàâè�

ñÿò òîëüêî îò óãëîâ Ω. Âåêòîðíûå ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè, îïðåäåëåííûå êàê

(1.8)�(1.10), ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî óãëàì Ω îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó è íîð�
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ìèðîâàíû íà åäèíèöó [22℄

∫

S2

~Υlm(Ω)~Ψl′m′(Ω)dΩ = 0,

∫

S2

~Υlm(Ω)~Υl′m′(Ω)dΩ = δll′δmm′,

∫

S2

~Υlm(Ω)~Φl′m′(Ω)dΩ = 0,

∫

S2

~Ψlm(Ω)~Ψl′m′(Ω)dΩ = δll′δmm′,

∫

S2

~Φlm(Ω)~Ψl′m′(Ω)dΩ = 0,

∫

S2

~Φlm(Ω)~Φl′m′(Ω)dΩ = δll′δmm′.

Âåêòîðíûå ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè ïîçâîëÿþò íàïèñàòü îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâ�

ëåíèå âåêòîðíîé �óíêöèè

~f(~x) â ñëåäóþùåì âèäå [20℄

~f(~x) = ν00(r)~Υ00 +
∑

1≤|m|≤l

(

νlm(r)~Υlm + ψlm(r)~Ψlm + φlm(r)~Φlm

)

, (1.11)

ïðè ýòîì ïàðàìåòðèçóþùèå �óíêöèè νlm, ψlm, φlm ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (1.5).

1.2.1. Äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà è äèàãîíàëèçàöèÿ

Äåéñòâèå âåêòîðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà âåêòîðíûå �óíêöèè ñâîäèòñÿ

ê äåéñòâèþ ñêàëÿðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà êàæäóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà

∆f j(~x) = − d2

dx2k
f j(~x).

Äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî ðàçëîæåíèÿ (1.11) ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà ∆ èìååò

ìåñòî ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ

∆
(

z(r)~Zlm(Ω)
)

= − 1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
z(r)~Zlm(Ω) + z(r)∆~Zlm(Ω), ~Z = ~Υ, ~Ψ, ~Φ. (1.12)

Îòñóòñòâèå ïåðåêðåñòíîãî ñëàãàåìîãî (ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðàäèåíòîâ) â

ýòîé �îðìóëå ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ãðàäèåíò �óíêöèè ðàäèóñà ∂kz(r)

âñåãäà íàïðàâëåí âäîëü ðàäèóñ-âåêòîðà ~x, à ãðàäèåíò �óíêöèè óãëîâûõ ïåðå�

ìåííûõ ∂k ~Z(Ω) âñåãäà íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê ñ�åðå ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýòè ãðàäèåíòû îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó.
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Äåéñòâèå îïåðàòîðà ∆ íà âåêòîðíûå ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè íå äèàãîíàëü�

íî (ïðè l ≥ 1), îäíàêî, â íîðìèðîâêå (1.8)�(1.10) îíî îêàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷�

íûì [29℄ (ñì. âû÷èñëåíèÿ â ïðèëîæåíèè 1.5.1)

∆~Υlm = (2 + l(l + 1))r−2~Υlm − 2
√

l(l + 1)r−2~Ψlm, (1.13)

∆~Ψlm = −2
√

l(l + 1)r−2~Υlm + l(l + 1)r−2~Ψlm, (1.14)

∆~Φlm = l(l + 1)r−2~Φlm (1.15)

(îòìåòèì, ÷òî ýòè æå �îðìóëû âåðíû è ïðè l = 0 äëÿ êîìïîíåíòû ~Υ00). Çàìåíà

áàçèñà [24℄





~Υlm

~Ψlm



 →





~Υlm = (2l + 1)−1/2(
√
l~Υlm +

√
l + 1~Ψlm)

~Ψlm = (2l + 1)−1/2(−
√
l + 1~Υlm +

√
l~Ψlm)





(1.16)

äèàãîíàëèçóåò äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà

∆~Υlm = (l − 1)l~Υlm,

∆~Ψlm = (l + 1)(l+ 2)~Ψlm.

Çäåñü ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè l = 1 äåéñòâèå âåêòîðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà

ïîäïðîñòðàíñòâå êîìïîíåíòû

~Υ1m ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì ñêàëÿðíîãî ëàïëàñèàíà

íà ïîäïðîñòðàíñòâå ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãàðìîíèê (1.3)

∆
(

ν(r)~Υ1m
)

= −r−2 ∂

∂r
r2
∂

∂r
ν(r)~Υ1m, m = −1, 0, 1.

1.3. Ïîïåðå÷íîå è ïðîäîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâà

Äëÿ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýëåêòðîäèíàìèêè â êàëèá�

ðîâêå Êóëîíà, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñâîéñòâà îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïðè äåéñòâèè

íà ïîïåðå÷íûå �óíêöèè. Â ðàçëîæåíèè (1.11) òîëüêî ïîñëåäíÿÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ

ïîïåðå÷íîé, â òî âðåìÿ êàê ñëàãàåìûå â ïåðâûõ äâóõ ñîäåðæàò òàêæå è ïðîäîëü�

íóþ ñîñòàâëÿþùóþ. Ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðàìåòðèçàöèþ,

îòëè÷íóþ îò (1.11).
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Â ýëåêòðîäèíàìèêå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ïîïåðå÷íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà P⊥
,

êàê ìíîæåñòâà äè��åðåíöèðóåìûõ âåêòîðíûõ �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî�

âèþ

~∂ · ~f(~x) ≡
3

∑

j=1

∂

∂xj
f j(~x) = 0, (1.17)

è ïðîäîëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà P ‖
, êàê ìíîæåñòâà �óíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ãðà�

äèåíòàìè êàêèõ-ëèáî ñêàëÿðîâ

~g(~x) = ~∂φ(~x). (1.18)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè

~f(~x) � äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, à φ(~x) äîñòàòî÷íî

áûñòðî óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè, òî �óíêöèè

~f(~x) è ~g(~x) îðòîãîíàëüíû â ñêà�

ëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè èç ïðîñòðàíñòâà L2(R
3)⊗ C3

(~g, ~f)R3 =

∫

R3

~g(~x)~f(~x) d3x =

∫

R3

~∂φ(~x)~f(~x) d3x =

∫

R3

φ(~x)~∂ · ~f(~x) d3x = 0.

Òî åñòü ëþáûå äâå ãëàäêèå �óíêöèè èç ïîäïðîñòðàíñòâ P⊥
è P ‖

îðòîãîíàëüíû

è ïðè ýòîì ìíîæåñòâî èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïëîòíî â L2(R
3)⊗ C3

.

Â ìîíîãðà�èè [25, ñòð. 196℄ ïðèâîäèòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Îðòîãîíàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà P⊥
è P ‖

, îïðåäåëåííûå íà

ãëàäêèõ �óíêöèÿõ ÷åðåç ñâîéñòâà (1.17) è (1.18), äîïóñêàþò çàìûêàíèå â

L2(R
3)⊗ C3

.

Òî åñòü åñëè

~fn ∈ P⊥
, ~gn ∈ P ‖

è ‖~fn− ~f‖ → 0, ‖~gn−~g‖ → 0, òî (~f, ~g)R3 = 0. Äàëåå

ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì óòâåðæäåíèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîâåðÿòü ñâîéñòâî

ïðîäîëüíîñòè è ïîïåðå÷íîñòè òîëüêî íà äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèÿõ. À ïîä

îáîçíà÷åíèÿìè P⊥
è P ‖

ïîäðàçóìåâàòü çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

1.3.1. Ïîïåðå÷íûå è ïðîäîëüíûå ïàðàìåòðèçàöèè

Èñïîëüçóÿ âåêòîðíûå ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè, ëþáóþ äîñòàòî÷íî ãëàäêóþ

âåêòîðíóþ �óíêöèþ

~f(~x) ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ �óíêöèè v0 è
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òðåõ íàáîðîâ {vlm}, {ulm}, {φlm} �óíêöèé ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé r = |x|

~f(~x) =
v0
r
~Υ0 +

∑

1≤l,|m|≤l

(

(
vlm
r
)′~Υlm + l̂

vlm
r2
~Ψlm

)

+ (1.19)

+
∑

1≤l,|m|≤l

(

l̂
ulm
r2
~Υlm +

u′lm
r
~Ψlm

)

+
∑

1≤l,|m|≤l

φlm
r
~Φlm (1.20)

(çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì ñîêðàùåíèå l̂ =
√

l(l + 1)). Â òàêîé ïàðàìåò�

ðèçàöèè ïåðâîå ñëàãàåìîå è ïåðâàÿ ñóììà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïðîäîëüíóþ

êîìïîíåíòó

v0
r
~Υ0 = ~∂ Y0

r∫

0

v0(r̃)

r̃
dr̃, (

vlm
r
)′~Υlm + l̂

vlm
r2
~Ψlm = ~∂

vlm
r
Ylm,

à äâå îñòàâøèõñÿ � ïîïåðå÷íóþ

~∂ ·
(

l̂
ulm
r2

~Υlm +
u′lm
r
~Ψlm

)

= 0, ~∂ · φlm
r
~Φlm = 0

Ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîðíûõ �óíêöèé, ïîðîæäàåìûå ïåðâûì ñëàãàå�

ìûì è òðåìÿ ñóììàìè â ðàçëîæåíèè (1.19), (1.20) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü, ñîîò�

âåòñòâåííî, P
‖
0 , P

‖
1 , P

⊥
1 , P

⊥
2 .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîïåðå÷íîñòè �óíêöèé èç P⊥
2 ïðîâåäåì ñëåäóþùèå

âû÷èñëåíèÿ

~∂ ·
(

φ(r)~Φlm(Ω)
)

= ~∂φ(r) · ~Φlm + φ(r)~∂ · ~Φlm =

= l̂−1
(

φ′(r)r−1~x · (~x× ~∂)Ylm + φ(r)~∂ · (~x× ~∂)Ylm
)

= 0,

òàê êàê

~x · (~x× ~∂) = 0, ~∂ · (~x× ~∂) = 0.

Ïîïåðå÷íîñòü �óíêöèé èç P⊥
1 ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé

~x · ~∂ Ylm(Ω) = 0, ~∂ · ~x
r
=

2

r
, ~∂ · ~∂Ylm = −l(l + 1)

r2
Ylm,

äåéñòâèòåëüíî

~∂ ·
(

l̂
ulm
r2

~Υlm +
u′lm
r
~Ψlm

)

=

= l̂Ylm
(

(
u′lm
r2

− 2ulm
r3

)
~x

r
· ~x
r
+
ulm
r2
~∂ · ~x

r

)

+ l̂−1u′lm~∂ · ~∂Ylm = 0.
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Ýòî ðàâåíñòâî òàêæå ìîæíî ìîæíî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ

ïîïåðå÷íûõ �óíêöèé ÷åðåç ïîòåíöèàë Äåáàÿ

l̂
ulm
r2

~Υlm +
u′lm
r
~Ψlm = ~∂ × ulm

r
~Φlm = ~∂ × (~∂ × ~x)

ulm
r
Ylm,

(ñì. ïðèë. 1.5.2), êîòîðîå áûëî ââåäåíî äëÿ ïîòåíöèàëîâ îáùåãî âèäà â [30℄.

Î÷åâèäíî, ÷òî äèâåðãåíöèÿ

~∂· ïðè ïðèìåíåíèè ê ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà
äàåò íîëü.

Ïàðàìåòðèçàöèÿ (1.19)�(1.20), êîíå÷íî, íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæ�

íîé, ìû âûáðàëè åå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â äàëüíåéøåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå�

íèå áûëî ñîãëàñîâàíî ñ äåéñòâèåì îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì �îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ îò âåêòîðíîé �óíêöèè

~f(~x) ê ïàðàìåòðàì {vlm}, {ulm}, {φlm}, òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ, îáðàòíîãî ê

ïîäñòàíîâêå (1.19), (1.20)

vlm(r) =

∞∫

0

ds T−1
l (r, s)

∫

S2

dΩ
(

l̂~Ψlm(Ω)−
1

s

∂

∂s
s2~Υlm(Ω)

)

· ~f(s,Ω) =

=

∫

R3

d3x
(

(
∂

∂s

1

s
T−1
l (r, s))~Υlm(Ω) +

l̂2

s
T−1
l (r, s)~Ψlm(Ω)

)

· ~f(~x), (1.21)

ulm(r) =

∞∫

0

ds T−1
l (r, s)

∫

S2

dΩ
(

l̂~Υlm(Ω)−
∂

∂s
s~Ψlm(Ω)

)

· ~f(s,Ω) =

=

∫

R3

d3x
( l̂

s2
T−1
l (r, s)~Υlm(Ω) +

1

s
(
∂

∂s
T−1
l (r, s))~Ψlm(Ω)

)

· ~f(~x), (1.22)

φlm(r) = r

∫

S2

dΩ ~Φlm(Ω) · ~f(r,Ω) =
1

r

∫

R3

d3x δ(r − s)~Φlm(Ω) · ~f(~x), (1.23)

(ñì. �îðìóëû (27), (28) èç [37℄). Çäåñü ~x = ~x(s,Ω), à T−1
l (r, s) � ýòî ÿäðà

îïåðàòîðîâ, îáðàòíûõ ê îïåðàòîðàì Tl

T−1
l (r, s) =

1

2l + 1

(sl+1

rl
θ(r − s) +

rl+1

sl
θ(s− r)

)

(1.24)

(ñì., íàïðèìåð, [28℄).
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1.3.2. Èíäóöèðîâàííûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

Ïðåæäå ÷åì âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ íàáîðîâ v0, {vlm},
{ulm}, {φlm} â ïàðàìåòðèçàöèè (1.19), (1.20), óáåäèìñÿ, ÷òî ëþáûå ïåðåêðåñòíûå
ñëàãàåìûå èç ïåðâûõ äâóõ ñóìì îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó: åñëè

~gvlm(~x(r,Ω)) = (
vlm(r)

r
)′~Υlm(Ω) + l̂

vlm(r)

r2
~Ψlm(Ω), (1.25)

~ful′m′(~x(r,Ω)) = l̂′
ul′m′(r)

r2
~Υl′m′(Ω) +

u′lm(r)

r
~Ψl′m′(Ω), (1.26)

òî

(~gvlm,
~ful′m′)R3 ≡

∫

R3

~gvlm(~x) · ~ful′m′(~x) d
3x =

=

∫∫
(

(
vlm
r
)′~Υlm + l̂

vlm
r2
~Ψlm

)

·
(

l̂′
ul′m′

r2
~Υl′m′ +

u′l′m′

r
~Ψl′m′

)

dΩ r2dr =

= δll′δmm′ l̂

∞∫

0

(

ulm(
v̄lm
r
)′ +

u′lmv̄lm
r

)

dr = δll′δmm′

∞∫

0

(ulmv̄lm
r

)′
dr =

= δll′δmm′

(ulmv̄lm
r

)∣

∣

∞
0

= 0. (1.27)

Ýòî ðàâåíñòâî âåðíî òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà �óíêöèè vlm, ul′m′
èñ÷åçàþò â íóëå

è èìåþò îãðàíè÷åííóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ. Îðòîãîíàëüíîñòü ïåðåêðåñòíûõ

ñëàãàåìûõ èç P⊥
2 è P⊥

1 , P
‖
ñëåäóåò èç îðòîãîíàëüíîñòè ãàðìîíèê

~Ψlm îñòàëüíûì

âåêòîðíûì ñ�åðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì.

Òåïåðü âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ
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äâóõ ïðîäîëüíûõ �óíêöèé, ~gvlm(~x) è ~gṽl′m′(~x), çàïèñàííûõ â âèäå (1.25)

(~gvlm, ~gṽl′m′)R3 =

∫

R3

~fvlm(~x) · ~fṽl′m′(~x) d
3x = (1.28)

=

∫∫
(

(
vlm
r
)′~Υlm + l̂

vlm
r2
~Ψlm

)

·
(

(
ṽl′m′

r
)′~Υl′m′ + l̂′

ṽl′m′

r2
~Ψl′m′

)

dΩ r2dr =

= δll′δmm′

∞∫

0

(

(
v̄lm
r
)′r2(

ṽlm
r
)′ +

l(l + 1)

r2
v̄lmṽlm

)

dr = (1.29)

= δll′δmm′

∞∫

0

(dv̄lm
dr

dṽlm
dr

− (
v̄lmṽlm
r

)′ +
l(l + 1)

r2
v̄lmṽlm

)

dr =

= δll′δmm′

∞∫

0

(dv̄lm
dr

dṽlm
dr

+
l(l + 1)

r2
v̄lmṽlm

)

dr, (1.30)

(ñì. [27℄) è òàêîå æå ïðîèçâåäåíèå äëÿ �óíêöèé

~fulm
(~x) è ~fũl′m′(~x) èç ïîïåðå÷íîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà P⊥
1 , çàïèñàííûõ â âèäå (1.26)

(~fulm
, ~fũl′m′)R3 =

∫

R3

~fulm
(~x) · ~fũl′m′(~x) d

3x =

=

∫∫
(

l̂
ulm
r2

~Υlm +
u′lm
r
~Ψlm

)

·
(

l̂′
ul′m′

r2
~Υl′m′ +

u′l′m′

r
~Ψl′m′

)

dΩ r2dr =

= δll′δmm′

∞∫

0

(dūlm
dr

dũlm
dr

+
l(l + 1)

r2
ūlmũlm

)

dr, (1.31)

(ñì. [26℄).

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ �óíêöèé èç ïîäïðîñòðàíñòâà P⊥
2

~hφlm
(~x(r,Ω)) =

φlm(r)

r
~Φlm(Ω), ~hφ̃l′m′

(~x(r,Ω)) =
φ̃l′m′(r)

r
~Φl′m′(Ω),

òî åñòü èç ïîñëåäíåé ñóììû ïàðàìåòðèçàöèè (1.20), ïðè ïåðåíîñå íà φlm(r),

φ̃l′m′(r) ïðèâîäèò ê îáû÷íîìó èíòåãðàëó ïî ïîëóîñè

(~hφlm
,~hφ̃l′m′

)R3 =

∫

R3

~hφlm
(~x) · ~hφ̃l′m′

(~x) d3x =

= δll′δmm′

∞∫

0

φ̄lm(r)φ̃l′m′(r) dr = δll′δmm′(φlm, φ̃l′m′),
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çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ââåäåííîå ðàíåå îáîçíà÷åíèå (1.7). Òî æå ñàìîå âåðíî è

äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ �óíêöèé èç ïîäïðîñòðàíñòâà P
‖
0 : åñëè

~hv(~x(r,Ω)) =
v(r)

r
~Υ0(Ω), ~hṽ(~x(r,Ω)) =

ṽ(r)

r
~Υ0(Ω),

òî

(~hv,~hṽ)R3 =

∞∫

0

v̄(r)ṽ(r) dr = (v, ṽ).

1.3.3. Çàìûêàíèÿ ïîïåðå÷íîãî è ïðîäîëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâ

Äëÿ èíòåãðàëîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïðîèçâåäåíèé (1.30) è (1.31) ââåäåì îáî�

çíà÷åíèå ∞∫

0

(dū

dr

dv

dr
+
l(l + 1)

r2
ūv

)

dr = 〈u, v〉l. (1.32)

Ýòè èíòåãðàëû ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ñêàëÿðíûå

ïðîèçâåäåíèÿ è ïîðîæäàþò �èëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà

Hl = {u(r) :
∞∫

0

(

|u′|2 + l(l + 1)

r2
|u|2

)

dr < ∞},

ñîñòîÿùèå èç àáñîëþòíî-íåïðåðûâíûõ �óíêöèé íà ïîëóîñè, èñ÷åçàþùèõ â íóëå,

òàêèõ, ÷òî èíòåãðàë â îïðåäåëåíèè êîíå÷åí. Ëîêàëüíî ýòè ïðîñòðàíñòâà ýêâè�

âàëåíòíû êëàññó Ñîáîëåâà H
1
0(R

+) (ñì. îïðåäåëåíèå â [32℄), îäíàêî, ãëîáàëüíî

îíè ñîäåðæàò è ìåäëåííî âîçðàñòàþùèå (íå áûñòðåå, ÷åì r1/2) íà áåñêîíå÷íîñòè

�óíêöèè.

Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ �óíêöèé ~gvlm(~x), ~gṽlm(~x) èç ïðîäîëüíîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâåíñòâî

(~gvlm, ~gṽlm) = 〈vlm, ṽlm〉l

îïèðàåòñÿ íà ïåðåõîä îò (1.29) ê (1.30), òî åñòü íà ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

(vlmṽlm
r

)∣

∣

∞
0

= 0.
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Ýòî ñîîòíîøåíèå çàâåäîìî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ �óíêöèé vlm, ṽlm èç ïðîñòðàíñòâà

Hl. Îäíàêî, êàê ìû óâèäèì â ðàçäåëå 3.4, åñëè îäíà èç �óíêöèé vlm èëè ṽlm

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ìåíåå ðåãóëÿðíûõ êîìïîíåíò, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ �óíêöèé, ïîðîæäàåìûõ ýòèìè êîìïîíåí�

òàìè, íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëàìè (1.28) è (1.29), à íå ñêîáêîé (1.32).

Ïðîâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîäîëü�

íîå P ‖
è ïîïåðå÷íîå P⊥

ïîäïðîñòðàíñòâà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ëèíåé�

íûå ìíîæåñòâà �óíêöèé ñëåäóþùåãî âèäà

P ‖ = {v0
r
~Υ0 +

(vlm
r

)′~Υlm + l̂
vlm
r2
~Ψlm, vo ∈ L2(R

+), vlm ∈ Hl} (1.33)

P⊥ = {l̂ulm
r2

~Υlm +
u′lm
r
~Ψlm + φlmΦlm, ulm ∈ Hl, φlm ∈ L2(R

+)}. (1.34)

Ôîðìóëà (1.27) îçíà÷àåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà P ‖
è P⊥

îðòîãîíàëüíû äðóã äðó�

ãó, à èç ïåðåíîñà íîðìû (1.28)�(1.30), (1.31) ñëåäóåò, ÷òî îíè çàìêíóòû îòíîñè�

òåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.4) â R3
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, �îðìóëû (1.21)�(1.23) è íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ

ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ (1.11) ñ ãëàäêèìè êîý��èöèåíòàìè νlm,

ψlm, φlm ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå (1.19)�(1.20). Äåéñòâèòåëüíî, êîý��èöè�

åíòû νlm, ψlm âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî êîý��èöèåíòàì vlm, ulm

νlm =
(vlm
r

)′
+ l̂

ulm
r2
, φlm = l̂

vlm
r2

+
u′

r
,

è â îáðàòíóþ ñòîðîíó

vlm = T−1
l

(

(rψlm)
′ − l̂νlm

)

, ulm = T−1
l

(

l̂ψlm − 1

r
(r2νlm)

′),

ãäå ÿäðà îïåðàòîðîâ T−1
l îïðåäåëåíû â âûðàæåíèè (1.24).

1.4. Äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Äëÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïðîäîëüíîå è ïîïåðå÷íîå ïîäïðîñòðàí�

ñòâà âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [27℄
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Óòâåðæäåíèå. Äåéñòâèå äè��åðåíöèàëüíîé îïåðàöèè ∆ íà ïàðàìåòðèçóþ�

ùèå �óíêöèè v0, {vlm}, {ulm}, {φlm} äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâ P
‖
0 , P

‖
1 , P

⊥
1 , P

⊥
2 ñâî�

äèòñÿ ê äåéñòâèþ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàöèé Tl.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ �îðìóë äëÿ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ (1.12), (1.13),

(1.14), (1.15) âû÷èñëèì äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïðîäîëüíûå

∆
v0
r
~Υ0 = − 1

r2
∂

∂r
r2
∂2

∂r2
v0
r
~Υ0 +

v0
r
∆~Υ0 =

(

−v
′′
0

r
+

2v0
r3

)

~Υ0 =
T1v0
r

~Υ0, (1.35)

∆
(

(
vlm
r
)′~Υlm + l̂

vlm
r2
~Ψlm

)

=

= − 1

r2
∂

∂r
r2
∂2

∂r2
vlm
r
~Υlm + (

vlm
r
)′∆~Υlm − l̂

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r

vlm
r2
~Ψlm + l̂

vlm
r2

∆~Ψlm =

=
(2vlm
r4

− 2v′lm
r3

+
v′′lm
r2

− v′′′lm
r

)

~Υlm + (
vlm
r
)′
(

(2 + l̂2)~Υlm − 2l̂~Ψlm

)

+

+ l̂
(2v′lm
r3

− v′′lm
r2

− 2vlm
r4

)

~Ψlm + l̂
vlm
r2

(

l̂2~Ψlm − 2l̂~Υlm

)

=

=
(

−v
′′
lm

r
+
l(l + 1)

r3
vlm

)′~Υlm +
l̂

r2
(

−v′′lm +
l(l + 1)

r2
vlm

)

~Ψlm =

= (
Tlvlm
r

)′~Υlm + l̂
Tlvlm
r2

~Ψlm (1.36)

è ïîïåðå÷íûå

∆
(

l̂
ulm
r2

~Υlm +
u′lm
r
~Ψlm

)

=

= − l̂

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r

ulm
r2

~Υlm + l̂
ulm
r2

∆~Υlm − 1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r

u′lm
r
~Ψlm +

u′lm
r

∆~Ψlm =

= l̂
(2u′lm
r3

− u′′lm
r2

− 2ulm
r4

)

~Υlm + l̂
ulm
r4

(

(2 + l̂2)~Υlm − 2l̂~Ψlm

)

−

− u′′′lm
r
~Ψlm +

u′lm
r3

(

l̂2~Ψlm − 2l̂~Υlm

)

=

= l̂
1

r2
(

−u′′lm +
l(l + 1)

r2
ulm

)

~Υlm +
1

r

(

−u′′lm +
l(l + 1)

r2
ulm

)′~Ψlm =

= l̂
Tlulm
r2

~Υlm +
(Tlulm)

′

r
~Ψlm, (1.37)

∆
φlm
r
~Φlm =

(

−φ
′′
lm

r
+
l(l + 1)

r3
φlm

)

~Φlm =
Tlφlm
r

~Φlm (1.38)

êîìïîíåíòû. Ýòè âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâà P
‖
1 , P

⊥
1 , P

⊥
2 ,

ñîîòâåòñòâóþùèå òðåì ñóììàì â ðàçëîæåíèè (1.19), (1.20), èíâàðèàíòíû îòíî�
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ñèòåëüíî äåéñòâèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà, à òàêæå, ÷òî ñàìî äåéñòâèå íà ïàðàìåò�

ðèçóþùèå �óíêöèè ñâîäèòñÿ ê äåéñòâèþ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàöèé Tl

∆ :

v0 → − d2

dr2
v0 +

2
r2
v0 = T1v0,

vlm → − d2

dr2vlm + l(l+1)
r2 vlm = Tlvlm,

ulm → − d2

dr2ulm + l(l+1)
r2 ulm = Tlulm,

φlm → − d2

dr2
φlm + l(l+1)

r2
φlm = Tlφlm. �

(1.39)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî åñëè �óíêöèÿ v èç ïðîñòðàíñòâàHl äè��åðåíöèðóåìà äâà

ðàçà, òî äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ 〈u, v〉l ìîæíî íàïèñàòü �îðìàëüíîå ðàâåíñòâî

〈u, v〉l =
∞∫

0

(dū

dr

dv

dr
+
l(l + 1)

r2
ūv

)

dr =

=

∞∫

0

ū
(

− d2

dr2
+
l(l + 1)

r2
)

v dr =

∞∫

0

ū Tlv dr. (1.40)

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî äè��åðåíöèàëüíàÿ îïåðàöèÿ â ñêàëÿðíîì ïðîèç�

âåäåíèè (1.32) äëÿ ïàðàìåòðèçóþùèõ �óíêöèé ulm è vlm ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì

îïåðàòîðà Ëàïëàñà (1.39). Ýòî ñîâïàäåíèå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì äëÿ äàëüíåé�

øèõ âû÷èñëåíèé, òàê êàê äâå îäèíàêîâûå äè��åðåíöèàëüíûå îïåðàöèè âñåãäà

êîììóòèðóþò, ÷òî îòêðûâàåò ïóòü ê ïîñòðîåíèþ íåòðèâèàëüíûõ âåêòîðîâ èç

äå�åêòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïîäâîäÿ èòîãè ýòîé ãëàâû, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ

âåêòîðíûõ �óíêöèé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçëîæåíèå

ïî âåêòîðíûì ñ�åðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì (1.19), (1.20) ÷òî äåéñòâèå îïåðàòîðà

Ëàïëàñà ñâîäèòñÿ ê äåéñòâèþ íà ïàðàìåòðû ðàäèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Tl. Ïðè

ýòîì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ èç òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ îäíîãî íàáîðà

ïàðàìåòðîâ ïåðåõîäÿò â ïëîñêèå èíòåãðàëû ïî ïîëóîñè (1.7), à äëÿ äâóõ äðó�

ãèõ íàáîðîâ � â ïðîèçâåäåíèÿ (1.32), îïðåäåëÿåìûå ñ ïîìîùüþ òåõ æå ñàìûõ

îïåðàòîðîâ Tl.
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1.5. Ïðèëîæåíèå ê ïåðâîé ãëàâå

1.5.1. Äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà âåêòîðíûå ñ�åðè÷åñêèå

ãàðìîíèêè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà âåêòîðíûå ñ�å�

ðè÷åñêèå ãàðìîíèêè (1.8)�(1.10) âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè �îðìóëàìè

∂k
xj
|x| =

δkj
|x| −

xkxj
|x|3 , ∂2k

xj
|x| = −2xj

|x|3 , −∂2kYlm =
l(l + 1)

|x|2 Ylm, (1.41)

xk∂kYlm = 0, xk∂j∂kYlm = ∂jxk∂kYlm − δkj∂kYlm = −∂jYlm, (1.42)

òîãäà

[∆~Υlm]j = −∂2k
xj
|x|Ylm = −

(

∂2k
xj
|x|

)

Ylm − xj
|x|∂

2
kYlm − 2

(

∂k
xj
|x|

)

∂kYlm =

=
2xj
|x|3Ylm +

l(l + 1)

|x|2
xj
|x|Ylm + 2

xkxj
|x|3 ∂kYlm − 2

|x|∂jYlm =

=
1

|x|2 [
(

l(l + 1) + 2
)

~Υlm − 2l̂~Ψlm]j,

[∆~Ψlm]j = −1

l̂
∂2k|x|∂jYlm =

= −1

l̂

(

∂2k|x|
)

∂jYlm − 1

l̂
|x|∂j∂2kYlm − 2

l̂

(

∂k|x|
)

∂k∂jYlm =

= − 2

l̂|x|
∂jYlm + |x|∂j

l(l + 1)

l̂|x|2
Ylm − 2xk

l̂|x|
∂k∂jYlm =

= − 2

l̂|x|
∂jYlm − 2l̂

xj
|x|3Ylm − l(l + 1)

l̂|x|2
|x|∂jYlm +

2

l̂|x|
∂jYlm =

=
1

|x|2 [−2l̂~Υlm + l(l + 1)~Ψlm]j,

[∆~Φlm]j = −1

l̂
∂2kǫjinxi∂nYlm =

= −1

l̂
ǫjinxi∂n∂

2
kYlm − 2

l̂
ǫjin

(

∂kxi
)

∂n∂kYlm =

=
1

l̂
ǫjinxi∂n

l(l + 1)

|x|2 Ylm − 2

l̂
ǫjkn∂n∂kYlm =

=
l(l + 1)

l̂|x|2
ǫjinxi∂nYlm − 2l(l + 1)

l̂|x|4
ǫjinxixnYlm =

l(l + 1)

|x|2 [∆~Φlm]j.
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1.5.2. Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñîñòàâíîé ïîïåðå÷íîé êîìïîíåíòû

Âñïîìîãàòåëüíàÿ �îðìóëà

ǫjknǫαβn = δjαδkβ − δjβδkα

âìåñòå ñ (1.41), (1.42) ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ

[~∂ × u(|x|)
|x|

~Φlm]j = ǫjkn∂k
u

|x| [
~Φlm]n = ǫjkn∂k

u

|x|
ǫnαβ

l̂
xβ∂αYlm =

= (δjαδkβ − δjβδkα)
1

l̂

(

( u′

|x|2 −
u

|x|3
)

xkxβ∂αYlm+

+
u

|x|δkβ∂αYlm +
u

|x|xβ∂k∂αYlm
)

=

=
1

l̂

(

u′ − u

|x|
)

∂jYlm +
2u

l̂|x|
∂jYlm +

u

l̂|x|
xk∂j∂kYlm − u

|x|xj∂
2
kYlm =

=
1

l̂
u′∂jYlm + l̂

u

|x|2
xj
|x|Ylm = [

l̂u

|x|2
~Υlm +

u′

|x|
~Ψlm]j,

çäåñü â ïðåäïîñëåäíåé ñòðîêå ñîêðàùàþòñÿ ÷àñòü ïåðâîãî, âòîðîå è òðåòüå ñëà�

ãàåìûå.
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�ëàâà 2

Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ðàäèàëüíîé ÷àñòè

îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à îá èññëåäîâàíèè îïåðàòî�

ðà Ëàïëàñà íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ P ‖
è P⊥

ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ ñâîäèòñÿ

ê çàäà÷å î ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâàõ ðàäèàëüíûõ îïåðàòîðîâ Tl â ñêàëÿðíûõ

ïðîèçâåäåíèÿõ (1.7) è (1.32). Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ñóæåíèå îïåðàòîðà

∆ íà ïîäïðîñòðàíñòâà P ‖
è P⊥

, çàäàäèì âñþäó ïëîòíûå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, è ïîêàæåì, ÷òî ðàäèàëüíûé îïåðàòîð T1, çà�

äàííûé íà íåêîòîðîì ëèíåéíîì ìíîæåñòâå â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (1.32)

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì ñ èíäåêñàìè äå�åêòà (1, 1). Äàëåå ïî�

ñòðîèì ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà, à òàêæå èõ ðåçîëüâåí�

òû è ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ. Â êîíöå ãëàâû ïðèâåäåì îáùåå âûðàæåíèå äëÿ

ÿäåð ðåçîëüâåíò ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ íà

ïîïåðå÷íîì è ïðîäîëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâàõ.

2.1. �àñøèðåíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ íà ïðèìåðå

âòîðîé ïðîèçâîäíîé íà ïîëóîñè

Íà÷íåì îïèñàíèå ñ îïåðàòîðà T0, çàäàííîãî íà ëèíåéíîì ìíîæåñòâå

W̊0 = {u : (u, u) <∞, (u′′, u′′) <∞, u(0) = u′(0) = 0},

äâà ðàçà äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé, èñ÷åçàþùèõ â íóëå âìåñòå ñ ïðîèçâîä�

íîé. Òàêîé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, íî íå ñàìîñîïðÿæåííûì îïå�

ðàòîðîì. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü åãî äëÿ äåìîíñòðàöèè ïîñòðîåíèÿ ñàìîñîïðÿ�

æåííûõ ðàñøèðåíèé ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ.
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Ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð âçÿòèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé íà ïîëóîñè

T0 = − d2

dr2

èìååò èíäåêñû äå�åêòà (1, 1). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè T0 çàäàí íà ïîäïðîñòðàíñòâå

W̊0, òî �óíêöèè

g± = exp{e∓i 3π
4 χr}, (2.1)

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ äå�åêòíûìè âåêòîðàìè, îáðàçóþò ÿäðà ñîïðÿæåííûõ îïå�

ðàòîðîâ (T0 ∓ iχ2)∗. Ýòè �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè êâàäðàòè÷íî èíòå�

ãðèðóåìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

d2g±
dr2

= ±iχ2g±, (2.2)

à ïîâåäåíèå �óíêöèé èç W̊0 â íà÷àëå êîîðäèíàò ïîçâîëÿåò ïåðåêèíóòü ïðîèç�

âîäíóþ è ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

(

g±, (T0 ∓ iχ2)u
)

=

∞∫

0

ḡ±(−u′′ ∓ iχ2u) dr =

=

∞∫

0

(−g′′± ± iχ2g±)u dr = 0, u(0) = 0, u′(0) = 0.

Òàê êàê T0 � ýòî ðàçìåðíûé îïåðàòîð, åãî ñïåêòð � ýòî ìíîæåñòâî ðàçìåðíûõ

âåëè÷èí, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèðàâíÿòü äðóã ê äðóãó ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè

â óðàâíåíèè (2.2) ìû ââåëè ðàçìåðíûé ïàðàìåòð χ: [χ] = [r]−1
. Âûáîð χ â

êàêîì-òî ñìûñëå àíàëîãè÷åí âûáîðó òî÷êè ïåðåíîðìèðîâêè â êâàíòîâîé òåîðèè

ïîëÿ [33℄ ñ òåì, ÷òîáû äàëåå ÷åðåç íåå âûðàæàòü ðàçìåðíûé ïàðàìåòð çàäà÷è.

2.1.1. Ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè

Ïîëüçóÿñü ñèììåòðè÷íîñòüþ îïåðàòîðà T0, ìåæäó îáðàçàìè

Ran± = {(T0 ∓ iχ2)u : u ∈ W̊0}



30

ìîæíî ïîñòðîèòü èçîìåòðèþ U (ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè [6℄), äåéñòâóþùóþ ïî

ïðàâèëó

U : (T0 + iχ2)u→ (T0 − iχ2)u.

Ëèíåéíûå îáîëî÷êè âåêòîðîâ g± ïî îïðåäåëåíèþ ÿäðà ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè îðòîãîíàëüíûìè äîïîëíåíèÿìè ê ñîîòâåòñòâóþùèì

îáðàçàì Ran±, ñëåäîâàòåëüíî, èçîìåòðèþ U ìîæíî ïðîäîëæèòü íà âñå ïðî�

ñòðàíñòâî äî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà Ua, çàäàâ åå íà g− òàêèì îáðàçîì, ÷òî

Uae
−iag− = eiag+, 0 ≤ a < π,

ãäå e2ia � óíèòàðíûé ïàðàìåòð. Óíèòàðíûé îïåðàòîð Ua ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâà�

íèåì Êýëè ñàìîñîïðÿæåííîãî ðàñøèðåíèÿ T a
0 èñõîäíîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðà�

òîðà T0. Ýòî ðàñøèðåíèå çàäàíî íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿWa
0 , êîòîðàÿ âêëþ÷àåò

â ñåáÿ �óíêöèþ ha, òàêóþ, ÷òî

(T a
0 − iχ2)ha = eiag+,

(T a
0 + iχ2)ha = e−iag−

è ïðè ýòîì

Wa
0 = W̊0 ∔ {αha, α ∈ C}.

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî ha ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

äå�åêòíûõ âåêòîðîâ g+ è g−

ha =
eia

2iχ2
g+ − e−ia

2iχ2
g− =

1

2iχ2

(

exp{ia+ e−i 3π
4 χr} − exp{−ia+ ei

3π
4 χr}

)

.
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2.1.2. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Îïåðàòîð âòîðîé ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì íà òàêîì ëèíåé�

íîì ìíîæåñòâå �óíêöèé, ãäå çàíóëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå ñëàãàåìûå

∞∫

0

v̄′′(r)u(r) dr−
∞∫

0

v̄(r)u′′(r) dr =
(

v̄′(r)u(r)− v̄(r)u′(r)
)

|∞0 =

= v̄(0)u′(0)− v̄′(0)u(0)

(çäåñü ïðåäåëû íà áåñêîíå÷íîñòè èñ÷åçàþò âñëåäñòâèå óáûâàíèÿ �óíêöèé u, v).

Ïîñòðîåííûé âûøå ýëåìåíò ha îïðåäåëÿåò ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèåì �óíêöèè èç

ïðîñòðàíñòâàWa
0 â íóëå è çíà÷åíèåì åå ïðîèçâîäíîé, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïå�

ðàòîð T a
0 áûë ñèììåòðè÷åñêèì. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî Wa

0 ìîæíî òàêæå îïèñàòü

ñëåäóþùèì îáðàçîì

Wa
0 = {u : (u, u) <∞, (u′′, u′′) <∞, χ sin(a− π

4
) u(0) + sin a u′(0) = 0}.

Ñàìîñîïðÿæåííîñòü â ñóùåñòâåííîì îïåðàòîðà T a
0 íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå (ðà�

âåíñòâî íóëþ èíäåêñîâ äå�åêòà) ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ.

2.1.3. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû

Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ó îïåðàòîðà T a
0 ïîÿâëÿþòñÿ ñîá�

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ (äèñêðåòíûé ñïåêòð). �àññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíóþ �óíê�

öèþ

vκ(r) = e−κr, κ > 0,

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

−d
2vκ
dr2

= −κ2vκ.

Ýòà �óíêöèÿ ïîïàäàåò â îáëàñòü Wa
0 , åñëè âûïîëíåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå

χ sin(a− π

4
) vκ(0) = − sin a v′κ(0),
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êîòîðîå ñâÿçûâàåò κ ñ ïàðàìåòðàìè a è χ

κ = χ
sin(a− π/4)

sin a
.

Êîãäà ïàðàìåòð a ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî π, ïðàâàÿ ÷àñòü â ýòîì âûðàæåíèå

ïî îäíîìó ðàçó ïðîáåãàåò âñå çíà÷åíèÿ íà âåùåñòâåííîé îñè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

ïàðàìåòð κ áûë ïîëîæèòåëüíûì, íåîáõîäèìî ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå

π

4
< a < π.

Ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ a äèñêðåòíûé ñïåêòð ó T a
0 îòñóòñòâóåò.

Îäíîêðàòíûé íåïðåðûâíûé ñïåêòð îïåðàòîðà T a
0 çàíèìàåò âñþ íåîòðèöà�

òåëüíóþ ïîëóîñü, ñïåêòðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé

�óíêöèåé

pa0,λ(r) =
2√
2π

(

cos β cosλr − sinβ sinλr
)

, e2iβ =

√
2λ+ iχ(ctg a− 1)√
2λ− iχ(ctg a− 1)

,

ïîäðîáíîñòè ñì., íàïðèìåð, â [6℄.

2.2. Îïåðàòîðû â èíäóöèðîâàííîì ñêàëÿðíîì

ïðîèçâåäåíèè

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåé ãëàâå, ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå ÷àñòè

îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïóòåì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñâîäÿòñÿ ê äåéñòâèþ îïåðà�

òîðîâ Tl â ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ (1.7) è (1.32).

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñèììåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû Tl ïðè l ≥ 1 ñàìîñîïðÿæåíû

â ñóùåñòâåííîì íà ïðîñòðàíñòâå W̊0 äâà ðàçà äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé,

èñ÷åçàþùèõ â íóëå âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé. Òàêèå îïåðàòîðû èìåþò îäíîêðàòíûé

íåïðåðûâíûé ñïåêòð, çàíèìàþùèé íåîòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü, à ñïåêòðàëüíîå

ïðåîáðàçîâàíèå çàïèñûâàåòñÿ â êîìïàêòíîì âèäå ÷åðåç ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè

Áåññåëÿ [34℄

pl,λ(r) =
2rl√
2πλl

( d

dr

1

r

)l
sinλr. (2.3)



33

Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ýòîé ãëàâû ñîñòîèò â òîì, ÷òî îïåðàòîðû Tl, ðàñ�

ñìàòðèâàåìûå íà íåêîòîðûõ âñþäó ïëîòíûõ ìíîæåñòâàõ W̊l â ñêàëÿðíûõ ïðîèç�

âåäåíèÿõ (1.32), ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî ñàìîñîïðÿæåííûìè ïðè l ≥ 2 è ñèììåò�

ðè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè ñ èíäåêñàìè äå�åêòà (1, 1) ïðè l = 1. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû ∆‖
è ∆⊥

íà âñþäó ïëîòíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâàõ H
‖
è H

⊥
â P ‖

è P⊥
, ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå áóäóò èìåòü

èíäåêñû äå�åêòà (3, 3) è ïîñòðîèòü èõ ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ.

Ïåðåä òåì, êàê îáðàòèòüñÿ ê èññëåäîâàíèþ îïåðàòîðîâ Tl áîëåå ïîäðîáíî,

ââåäåì íåêîòîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ.

2.2.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå �îðìóëû

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé, â êîòîðûõ ó÷àñòâóåò äè��åðåíöèàëü�

íàÿ îïåðàöèÿ Tl, ââåäåì êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå

Dl ≡ rl
d

dr
r−l =

d

dr
− l

r
, D∗

l ≡ −r−l d

dr
rl = − d

dr
− l

r
.

Íåñëîæíî óâèäåòü, ÷òî äëÿ îïåðàöèé Tl, Dl è D
∗
l âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

DlD
∗
l = −rl d

dr
r−2l d

dr
rl = − d

dr2
+
l(l + 1)

r2
= Tl, (2.4)

D∗
lDl = −r−l d

dr
r2l

d

dr
r−l = − d2

dr2
+
l(l − 1)

r2
= Tl−1, (2.5)

TlDl = DlD
∗
lDl = DlTl−1. (2.6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ

DlDl−1 · · ·D1e
σr = rl(

d

dr

1

r
)leσr

óäîâëåòâîðÿåò �îðìàëüíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ñîáñòâåííîé

�óíêöèè îïåðàòîðà Tl

(Tl + σ2)DlDl−1 · · ·D1e
σr = Dl(Tl−1 + σ2)Dl−1 · · ·D1e

σr =

= DlDl−1 · · ·D1(T0 + σ2)eσr = DlDl−1 · · ·D1

(

− d2

dr2
+ σ2

)

eσr = 0.
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Êðîìå òîãî, äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ, âêëþ÷àþùèå

ïðîèçâîäíûå Dl è ýêñïîíåíòû:

∑

n

αnD1e
σnr ∼

∑

n

αn

(

−r−1 + σ2
n

r

2
+ σ3

n

r2

3
+ . . .

)

, r → 0, (2.7)

rl(
d

dr

1

r
)leσr ∼ (2l − 1)(2l− 3) · · · 1(−1

r
)l− (2.8)

− (2l − 3)(2l− 5) · · · 1(−1

r
)l−2σ

2

2
+ . . . .

Äëÿ âûâîäà ïîñëåäíåãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé

rl(
d

dr

1

r
)lrk = (k − 2l + 1)(k − 2l + 3) · · · (k − 1)rk−l,

êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî äåéñòâèå îïåðàöèè DlDl−1 · · ·D1 ïîíèæàåò ñòåïåíü ìî�

íîìà rk íà l è óíè÷òîæàåò ïåðâûå l ìîíîìîâ ñ íå÷åòíûìè ñòåïåíÿìè.

2.2.2. Ñèììåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ

Tl ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà W̊l �óíêöèé èç Hl, òàêèõ, ÷òî äåéñòâèå Tl íà íèõ

òàêæå ïîïàäàåò â Hl, à âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ èñ÷åçàåò â íà÷àëå êîîðäèíàò

W̊l = {u(r) : u ∈ Hl, Tlu ∈ Hl, u
′′(0) = 0}, l ≥ 1. (2.9)

Îòìåòèì, ÷òî ïðèíàäëåæíîñòü Tlu ê Hl äëÿ ãëàäêîé �óíêöèè u òàêæå òðåáóåò

ðàâåíñòâà íóëþ ïåðâîé è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ u′(0) = 0, u′′(0) = 0. Îäíàêî,

äëÿ ñëó÷àÿ l = 1, ââèäó òîãî, ÷òî T1r
2 = 0, óñëîâèå u′′(0) = 0 ïðèõîäèòñÿ

çàïèñûâàòü êàê îòäåëüíîå òðåáîâàíèå äëÿ ìíîæåñòâà W̊1.

Îïðåäåëèì ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð T̃l êàê äåéñòâèå îïåðàöèè Tl íà ìíî�

æåñòâå W̊l

T̃l = Tl|W̊l
.

Ñèììåòðè÷íîñòü T̃l â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (1.32) ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ðàçëîæåíèÿ �óíêöèé èç W̊l â ðÿä â îêðåñòíîñòè
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íóëÿ:

〈u,T̃lv〉l = (2.10)

=

∞∫

0

(dū

dr

d

dr

(

−d
2v

dr2
+
l(l + 1)

r2
v
)

+
l(l + 1)

r2
ū
(

−d
2v

dr2
+
l(l + 1)

r2
v
)

)

dr =

=

∞∫

0

(

ū′′v′′ − l(l + 1)

r2
(ū′′v + ūv′′) +

l2(l + 1)2

r4
ūv

)

dr+

+ ū′(r)v′′(r)|r=0 −
l(l + 1)

r2
ū′(r)v(r)|r=0.

Çäåñü âûðàæåíèå ïîä èíòåãðàëîì ñèììåòðè÷íî, à âíåèíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå

îáíóëÿþòñÿ ââèäó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Îòñþäà ñëåäóåò ñèììåòðè÷íîñòü îïåðà�

òîðà T̃l.

2.2.3. Èíäåêñû äå�åêòà

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíäåêñîâ äå�åêòà îïåðàòîðà T̃l íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü

ÿäðà ñäâèíóòûõ ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ T̃ ∗
l ∓ iχ2

, χ > 0. Âåðíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Èíäåêñû äå�åêòà îïåðàòîðà T̃l â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè 〈 · , · 〉l
ðàâíû (1, 1) ïðè l = 1 è (0, 0) â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c± � êàêèå-ëèáî âåêòîðû èç ÿäåð îïåðàòîðîâ T̃ ∗
l ∓ iχ2

,

òîãäà äëÿ ëþáîãî v ∈ W̊l âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

〈c±, (T̃l ± iχ2)v〉l = 0, v ∈ W̊l. (2.11)
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Â âûðàæåíèè äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî ïåðåáðîñèòü ïðîèçâîäíóþ

íàïðàâî

〈c±,(T̃l ± iχ2)v〉l = (2.12)

=

∞∫

0

(dc̄±
dr

d

dr
(T̃l ± iχ2)v +

l(l + 1)

r2
c̄±(T̃l ± iχ2)v

)

dr =

=

∞∫

0

c̄±
(

− d2

dr2
+
l(l + 1)

r2
)

(T̃l ± iχ2)vdr − c̄±
d

dr
(T̃l ± iχ2)v

∣

∣

r=0
=

=

∞∫

0

c̄±Tl(Tl ± iχ2)vdr = 0,

ïðè ýòîì âíåèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå îáíóëÿåòñÿ ââèäó òîãî, ÷òî v(0) = v′(0) =

v′′(0) = 0 è c±(0) = 0. Òåïåðü ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé äè��åðåíöèàëü�

íûõ óðàâíåíèé äëÿ ðàñïðåäåëåíèé íà ïîëóîñè (ñì. íàïðèìåð, [35℄), è ñäåëàòü

âûâîä, ÷òî �óíêöèè c±(r), äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, ÿâëÿ�

þòñÿ äè��åðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óðàâíåíèÿì

(Tl ∓ iχ2)Tlc± = 0. (2.13)

Òî åñòü äëÿ ÿäåð ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ T̃ ∗
l − iχ2

è T̃ ∗
l + iχ

2
, ïîëó÷àåì äè��å�

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, êîòîðûå èìåþò ïî ÷åòûðå ëåíåéíî�

íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ

Dl · · ·D1 exp{e−
3πi
4 χr}, r−l,

Dl · · ·D1 exp{e
πi
4 χr}, rl+1

äëÿ óðàâíåíèÿ (Tl − iχ2)Tlc+ = 0 è

Dl · · ·D1 exp{e
3πi
4 χr}, r−l,

Dl · · ·D1 exp{e−
πi
4 χr}, rl+1

äëÿ óðàâíåíèÿ (Tl + iχ2)Tlc− = 0. Ïîñëåäíèå ïàðû ðåøåíèé â îáîèõ ñëó÷àÿõ

ðàñõîäÿòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, äàæå â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (1.32). Ïåðâûå
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ðåøåíèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (2.8), âåäóò ñåáÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ êàê

rl(
d

dr

1

r
)l exp{e∓ 3πi

4 χr} ∼ (2l − 1)(2l− 3) · · · 1(−1

r
)l∓

∓ (2l − 3)(2l− 5) · · · 1(−1

r
)l−2 iχ

2

2
+O(r4−l).

Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðâûõ è âòîðûõ ðåøåíèé êàæäîãî ñîîòâåòñòâó�

þùåãî óðàâíåíèÿ âåäåò ñåáÿ â íóëå íå ëó÷øå ÷åì r2−l
. Ôóíêöèÿ ñ òàêèì ïîâå�

äåíèåì ïîïàäàåò â ïðîñòðàíñòâî Hl òîëüêî ïðè l = 1, â ýòîì ñëó÷àå êàæäîå èç

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.13) èìååò åäèíñòâåííîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå

c±(r) = D1 exp{e∓
3πi
4 χr}+ r−1 = D1

(

exp{e∓ 3πi
4 χr} − 1

)

(2.14)

Òàêèì îáðàçîì, ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð T̃1 â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (1.32)

èìååò èíäåêñû äå�åêòà (1, 1) è, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàäàåò íåòðèâèàëüíûìè ñàìî�

ñîïðÿæåííûìè ðàñøèðåíèÿìè. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè l ≥ 2 ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

(2.11) îòñóòñòâóþò, ÿäðà ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ T̃ ∗
l ∓ iχ2

ïóñòû, è îïåðàòîðû

T̃l ÿâëÿþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè â ñóùåñòâåííîì íà ìíîæåñòâàõ W̊l. �

Êàê è â ñëó÷àå îïåðàòîðîâ Tl â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (1.7), îäíîêðàò�

íûé íåïðåðûâíûé ñïåêòð îïåðàòîðîâ T̃l, l ≥ 2 çàíèìàåò íåîòðèöàòåëüíóþ ïîëó�

îñü, íî ïðè ýòîì ñïåêòðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèé (2.3)

êîý��èöèåíòîì è ñòåïåíüþ λ â çíàìåíàòåëå

p̃l,λ(r) =
2rl√
2πλl+1

( d

dr

1

r

)l
sinλr. (2.15)

2.2.4. Äå�åêòíûå âåêòîðû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Äå�åêòíûå âåêòîðû (2.14) ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ïî òðè (ñîîòâåòñòâåííî

êîëè÷åñòâó âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïðîåêöèè m = −1, 0, 1 îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà

íà òðåòüþ êîîðäèíàòíóþ îñü äëÿ ïîëíîãî ìîìåíòà l = 1) âåêòîðà â ïðîäîëüíîì

è ïîïåðå÷íîì ïîäïðîñòðàíñòâàõ

~Bm
± (~x(r,Ω)) = ~∂ × c±(r)√

2r
(~x× ~∂)Y1m(Ω), ~Bm

± ∈ P⊥

~Cm
± (~x(r,Ω)) = ~∂

c±(r)

r
Y1m(Ω), ~Cm

± ∈ P ‖.
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Ïóñòü H
‖
è H

⊥
� ýòî ëèíåéíûå îáîëî÷êè �óíêöèé èç P ‖

è P⊥
âèäà (1.33) è

(1.34), ñîîòâåòñòâåííî, ñ êîý��èöèåíòàìè vlm è ulm ëåæàùèìè â ïðîñòðàíñòâàõ

W̊l (2.9). Îïðåäåëèì ñèììåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû∆‖
è∆⊥

êàê ñóæåíèå îïåðàöèè

∆ íà H
‖
è H

⊥
, ñîîòâåòñòâåííî

∆‖ = ∆
∣

∣

H‖, ∆⊥ = ∆
∣

∣

H⊥.

Èç �îðìóëû (2.10) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû ∆‖
è ∆⊥

ñèììåòðè÷íû, à ðàâåíñòâà

(2.12) äëÿ �óíêöèé (2.14) îçíà÷àþò, ÷òî âåêòîðû

~Cm
± è

~Bm
± ëåæàò â äå�åêòíûõ

ïîäïðîñòðàíñòâàõ îïåðàòîðîâ ∆‖
è ∆⊥

, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

( ~Bm
± , (∆± iχ2)~h⊥) = 0, ( ~Cm

± , (∆± iχ2)~h‖) = 0, (2.16)

ãäå

~h⊥ ∈ H
⊥
,

~h‖ ∈ H
‖
.

Çäåñü ìîæíî ñäåëàòü îòñòóïëåíèå è ñðàâíèòü ñèòóàöèþ ñî ñëó÷àåì ñêàëÿð�

íîãî ïîëÿ. Äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆ íà âåêòîðíóþ �óíêöèþ

~f(~x) ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê äåéñòâèå ñêàëÿðíûõ îïåðàòîðîâ íà íàáîð òðåõ �óíêöèé

fk(~x), k = 1, 2, 3. Êàæäûé òàêîé îïåðàòîð, çàäàííûé íà çàìûêàíèè ìíîæåñòâà

�óíêöèé, áûñòðî óáûâàþùèõ âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè â íà÷àëå êîîðäèíàò, ÿâ�

ëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì ñ èíäåêñàìè äå�åêòà (1, 1). Ñîîòâåòñòâóþ�

ùèå äå�åêòíûå âåêòîðû ýòèõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ïåðåíîñàìè â òðåõìåðíîå

ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé (2.1), èìåþò ñëåäóþùèé âèä

(

~Gk
±(x)

)

j
=

exp{e∓i 3π
4 χ|x|}

|x| δkj,

è òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì âèäà (2.16)

( ~Gk
±, (∆± iχ2)~h) = 0 (2.17)

(ñì. [11℄). Îäíàêî, ïî ñðàâíåíèþ ñ (2.16), âåêòîðû

~h òåïåðü ëåæàò â äðóãîì

çàìêíóòîì ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîýòîìó îäèíàêîâûå íà âèä óðàâíåíèÿ (2.16) è

(2.17) èìåþò ðàçíûå ðåøåíèÿ: 3 âåêòîðà

~Bm
± (~x), ëèáî 3 âåêòîðà, ~C

m
± (~x), ëèáî 3

âåêòîðà

~Gk
±(~x).
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Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ñèììåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû ∆‖
, ∆⊥

è óâè�

äåëè, ÷òî èõ èíäåêñû äå�åêòà ðàâíû (3, 3), à çíà÷èò, ýòè îïåðàòîðû èìåþò

íåòðèâèàëüíûå ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ, êîòîðûå ïàðàìåòðèçóþòñÿ ýëå�

ìåíòàìè ãðóïïû U(3).

2.3. Ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ ðàäèàëüíîãî

îïåðàòîðà äëÿ l = 1

Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé ñèììåò�

ðè÷åñêîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Êýëè, îïèñàííîå â ðàçäåëå 2.1.1.

Ìû íå áóäåì óãëóáëÿòüñÿ â ýòó òåõíèêó è ïðîñòî ïðåäúÿâèì íîâûå îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ è ñàìè ðàñøèðåííûå îïåðàòîðû. Èòàê, ïóñòü

Wκ
1 = {u(r) : u ∈ Hl, T

κ
1 u ∈ Hl, 3u

′′(0) = 4κu′(0)}, κ ∈ R (2.18)

� îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, íà êîòîðîé ðàñøèðåííûé îïåðàòîð T κ
1 äåéñòâóåò êàê

äè��åðåíöèàëüíàÿ îïåðàöèÿ T1 ñ íåëîêàëüíîé äîáàâêîé

T κ
1 u = T1u−

2

r
u′(0) = −d

2u

dr2
+

2

r2
u− 2

r
u′(0). (2.19)
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Î÷åâèäíî, ÷òî T̃1 ⊂ T κ
1 , òàê êàê W̊1 ⊂ Wκ

1 è T κ
1 u = T̃1u, åñëè u ∈ W̊1. Ñèììåò�

ðè÷íîñòü îïåðàòîðà T κ
1 íà Wκ

1 ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì

〈u,T κ
1 v〉1 =

=

∞∫

0

(dū

dr

d

dr

(

−d
2v

dr2
+

2

r2
v − 2

r
v′(0)

)

+
2

r2
ū
(

−d
2v

dr2
+

2

r2
v − 2

r
v′(0)

)

)

dr =

=

∞∫

0

(

ū′′v′′ − 2

r2
(ū′′v + ūv′′) +

4

r4
ūv

)

dr + v′(0)

∞∫

0

d

dr

2ū

r
dr+

+ ū′(r)v′′(r)|r=0 −
2

r2
ū′(r)v(r)|r=0 =

=

∞∫

0

(

ū′′v′′ − 2

r2
(ū′′v + ūv′′) +

4

r4
ūv

)

dr+

+ ū′(r)v′′(r)|r=0 −
2

r2
ū′(r)v(r)|r=0 − v′(0)

2ū

r2
|r=0.

Èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå çäåñü ñèììåòðè÷íî, ïîýòîìó

〈u,T κ
1 v〉1 − 〈T κ

1 u, v〉1 =
(

ū′(r)v′′(r)− ū′′(r)v′(r)+

+
2

r2
(ū(r)v′(r)− ū′(r)v(r)) + ū′(0)

2v(r)

r2
− v′(0)

2ū(r)

r2

)

∣

∣

r=0
.

Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëÿ äëÿ �óíêöèé u(r) è

v(r)

u(r) = u1r + u2
r2

2
+ . . . , v(r) = v1r + v2

r2

2
+ . . . , u′(0) = u1, v′(0) = v1

ïîëó÷èì

〈u,T κ
1 v〉1 − 〈T κ

1 u, v〉1 =
(

ū1v2 − ū2v1 +
2

r2
1

2
(ū1v2 − ū2v1)+

+
2

r2
ū1(v1r + v2

r2

2
)− 2

r2
v1(ū1r + ū2

r2

2
)
)

∣

∣

r=0
= 3(ū1v2 − ū2v1) = 0.

�àçíîñòü ū1v2 − ū2v1 â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíà íóëþ, åñëè äëÿ u è v âûïîëíÿþòñÿ

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èç Wκ
1 .

Ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðà T κ
1 íà îáëàñòè Wκ

1 ñëåäóåò èç �îðìóëû

(2.7), ïðèìåíåííîé ê ðàçëîæåíèþ äå�åêòíûõ âåêòîðîâ c±, îïðåäåëåííûõ â (2.14),
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â îêðåñòíîñòè íóëÿ:

c±(r) ∼ ∓iχ2
(r

2
+ e∓

3πi
4 χ

r2

3
+ . . .

)

.

Òàêèå �óíêöèè íå óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì èç Wκ
1 íè ïðè êàêèõ χ

è κ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿäðà ñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ T κ∗
1 ∓ iχ2

, êîòîðûå ñîäåð�

æàòñÿ â ÿäðàõ T̃ ∗
1 ∓ iχ2

, ïóñòû.

2.3.1. Ôîðìóëû äëÿ ðåçîëüâåíòû

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðà T κ
1 íàì ïîíàäîáÿò�

ñÿ íåñêîëüêî ñëåäñòâèé �îðìóëû Ñòîóíà äëÿ ðåçîëüâåíòû ñàìîñîïðÿæåííîãî

îïåðàòîðà (ñì., íàïðèìåð, [36℄). Ïóñòü RA(r, s;w) � ÿäðî ðåçîëüâåíòû ñàìîñî�

ïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A, äåéñòâóþùåãî íà �óíêöèè çàäàííûå íà âåùåñòâåííîé

îñè:

(A− w)RA(r, s;w) = δ(r − s), w ∈ C \ σ(A), r, s ∈ R,

çäåñü σ(A) � ýòî ñïåêòð îïåðàòîðà A. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íåïðåðûâíàÿ

÷àñòü σ(A) íå ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü, òî ñ ïîìîùüþ ÿäðà RA(r, s;w)

ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå åäèíèöû (ñîîòíîøåíèå ïîëíîòû)

δ(r − s) =
1

2πi

∞∫

0

(

RA(η)− RA(e
2πiη)

)

dη +
∑

n

lim
w→wn

RA(w)(wn − w), (2.20)

ãäå wn � ýòî ïîëþñà ðåçîëüâåíòû R(w). Åñëè ñïåêòð îïåðàòîðà A îäíîêðàòíûé,

òî ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå êâàäðàòà ¾ñîáñòâåí�

íûõ �óíêöèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà¿

R(r, s; η)− R(r, s; e2πiη) = 2πipη(r)pη(s), (2.21)

à ñóììó âû÷åòîâ � â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé òî÷å÷íîãî

ñïåêòðà

∑

n

lim
w→wn

R(r, s;w)(wn − w) =
∑

n

qn(r)qn(s). (2.22)
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Ïðè ýòîì äëÿ qn(r), pη(r), êðîìå ñîîòíîøåíèÿ ïîëíîòû (2.20), òàêæå âûïîëíÿ�

þòñÿ ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

∫
pη(r)pξ(r)dr = δ(η − ξ),

∫
qn(r)pη(r)dr = 0,

∫
qn(r)qm(r)dr = δnm.

Â ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåí, à ðåçîëüâåíòà R(w) êîñîñèììåò�

ðè÷íà â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉1, äëÿ êîòîðîãî âûïîë�
íÿåòñÿ �îðìóëà (1.40), â ðàçëîæåíèÿ (2.21), (2.22) äîáàâëÿåòñÿ îïåðàòîð T1,

äåéñòâóþùèé íà ïðàâóþ ïåðåìåííóþ s:

R(r, s; η)−R(r, s; e2πiη) =2πipη(r)T1pη(s),

lim
w→wn

R(r, s;w)(wn − w) =qn(r)T1qn(s),

à â ñîîòíîøåíèÿõ îðòîãîíàëüíîñòè èíòåãðàë çàìåíÿåòñÿ íà èíòåãðàë èç îïðåäå�

ëåíèÿ (1.32)

∞∫

0

(dpη(r)

dr

dpξ(r)

dr
+

2

r2
pη(r)pξ(r)

)

dr = δ(η − ξ),

∞∫

0

(dpη(r)

dr

dqn(r)

dr
+

2

r2
pη(r)qn(r)

)

dr = 0, 〈qn(r), qm(r)〉1 = δnm.

2.3.2. �åçîëüâåíòà îïåðàòîðà T κ
1

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê îïåðàòîðà T κ
1 âîñïîëüçó�

åìñÿ ñâîéñòâàìè ÿäðà åãî ðåçîëüâåíòû. Ìû áóäåì èñêàòü ýòî ÿäðî êàê �óíêöèþ

R(r, s; z) òðåõ ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

(T κ
1 − z2)R(r, s; z) = δ(r − s), 0 < arg z < π, (2.23)

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì èç Wκ
1 ïî ïåðåìåííîé r, óñëîâèÿì êîñîñèììåòðè÷íîñòè

ïî îòíîøåíèþ ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ (1.32), à òàêæå óáûâàþùóþ íà áåñ�

êîíå÷íîñòè ïî r è s. Òàêàÿ �óíêöèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñ ïîìîùüþ äâóõ
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ðåøåíèé h(r), g(r) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

(

− d2

dr2
+

2

r2
− z2

)

h(r) = 0,
(

− d2

dr2
+

2

r2
− z2

)

g(r) = 0,

h(r) = D1e
−izr + β(z)D1e

izr, g(r) = D1e
izr

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R(r, s; z) =
1

W

(

h(r)g(s)θ(s− r) + h(s)g(r)θ(r − s) +
1 + β

r
g(s)

)

, (2.24)

ãäå

W (z) = h′(r)g(r)− h(r)g′(r) = −2iz3, D1 = r
d

dr

1

r
.

Ïðîâåðêó, òîãî, ÷òî âûðàæåíèå (2.24) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì äëÿ ÿäðà ðå�

çîëüâåíòû íà÷íåì ñ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ýêñïîíåíòû g(r), g(s), êîòîðûå âûäå�

ëÿþòñÿ θ-�óíêöèåé ïðè r → ∞ èëè s → ∞, à òàêæå �óíêöèÿ r−1
óáûâàþò íà

áåñêîíå÷íîñòè ïðè 0 < arg z < π. Ïðè �èêñèðîâàííîì s, â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïî

r, âòîðîå ñëàãàåìîå â (2.24) ïðîïàäàåò, à îñòàâøèåñÿ äàþò ðàçëîæåíèå

g(s)

W

(

h(r) +
1 + β

r

)

∼ g(s)

W

(

−z
2

2
(1 + β)r +

iz3

3
(1− β)r2 +O(r3)

)

, (2.25)

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì èç Wκ
1 , åñëè

β(z) =
z − iκ

z + iκ
.

�àçëîæåíèå (2.25) òàêæå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäíåå (íåëîêàëüíîå) ñëàãàåìîå â

îïåðàòîðå T κ
1 ïðè ïðèìåíåíèè ê R(r, s; z) äàåò

−2

r

∂

∂r̃
R(r̃, s; z)

∣

∣

r̃=0
= z2

(1 + β)

Wr
g(s). (2.26)

Äàëåå, ïåðâûå ñëàãàåìûå â (2.24) ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíîé êîìáèíàöèåé äâóõ ðå�

øåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ðåçîëüâåíòû äè��åðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

âòîðîãî ïîðÿäêà [36℄, ïîýòîìó îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

(T1 − z2)
1

W

(

h(r)g(s)θ(s− r) + h(s)g(r)θ(r− s)
)

= δ(r − s). (2.27)
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Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (2.24) çàíóëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíîé îïåðàöèåé T1, ïî�

ýòîìó

(T1 − z2)
1 + β

Wr
g(s) = −z21 + β

Wr
g(s), (2.28)

÷òî ñîêðàùàåò âêëàä (2.26) îò íåëîêàëüíîé äîáàâêè â T κ
1 . Èòîãî, ñóììèðóÿ

ñëàãàåìûå (2.26), (2.27) è (2.28) ïîëó÷àåì, ÷òî âûðàæåíèå (2.24) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ (2.23).

Êîñîñèììåòðè÷íîñòü ÿäðà (2.24) ïî îòíîøåíèþ ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäå�

íèþ (1.32), â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé z âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

R∗(r, s; z) = R(r, s;−z̄). (2.29)

Â ðàçäåëå 2.6.1 ïîêàçàíî, ÷òî ÿäðî R(r, s; z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äåéñòâèÿ

ÿäðà T−1
1 èç (1.24), ñãëàæèâàþùåãî ïîâåäåíèå â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïî ïåðâîìó

àðãóìåíòó, íà íåêîòîðîå ÿäðî S(r, s; z)

R(r, s; z) =

∫
T−1
1 (r, t)S(t, s; z)dt

S(r, s; z) =
i

2z

(

h(r)g(s)θ(s− r) + h(s)g(r)θ(r − s)
)

+ δ(r − s).

ßäðî S(r, s; z) îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîñîñèììåòðè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî ñêàëÿð�

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.7)

S(r, s; z) = S(s, r;−z̄)

(ñì. ðàçäåë 2.6.2), ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ �óíêöèé u, v ∈ Wκ
1 ìîæíî âîñ�

ïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (1.40) è çàïèñàòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

〈u,R(z)v〉1 =
∞∫

0

ū(r)[T1R(z)v](r)dr =

∞∫∫

0

ū(r)S(r, s; z)v(s)dr ds =

=

∞∫∫

0

S(s, r;−z̄)u(r)v(s)dr ds =
∞∫

0

[T1R(−z)u](r)v(r)dr =

= 〈R(−z̄)u, v〉1,

êîòîðîå è îçíà÷àåò êîñîñèììåòðè÷íîñòü (2.29). Òåì ñàìûì, âûðàæåíèå (2.24)

óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì äëÿ ÿäðà ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà T κ
1 .
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2.3.3. Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà T κ
1

Â ñëó÷àå, êîãäà ÿäðî ðåçîëüâåíòû R íåêîòîðîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïå�

ðàòîðà çàïèñàíî â òåðìèíàõ ïåðåìåííîé z =
√
w è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(2.23), ðàçëîæåíèå åäèíèöû (2.20) ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

δ(r − s) =
1

2πi

∞∫

0

(

R(r, s; λ)−R(r, s;−λ)
)

2λ dλ (2.30)

+
∑

n

2zn lim
z→zn

R(r, s; z)(zn − z) =

∞∫

0

p̃λ(r)T1p̃λ(s) dλ+
∑

n

qn(r)T1qn(s).

Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ p̃λ îñòàþòñÿ âûïîëíåííûìè è äëÿ

ïàðàìåòðà λ:
∫
p̃λ(r)T1p̃µ(r)dr = δ(λ− µ), (2.31)

∫
qn(r)T1pλ(r)dr = 0,

∫
qn(r)T1qm(r)dr = δnm. (2.32)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ðàññìîòðèì ïîëþ�

ñà ðåçîëüâåíòû R(λ). Åå åäèíñòâåííûé ïîëþñ ñîäåðæèòñÿ â êîý��èöèåíòå β(z),

îí íàõîäèòñÿ â òî÷êå

z0 = −iκ,

è ïîïàäàåò â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü òîëüêî ïðè κ < 0. Â ýòîì ñëó÷àå

lim
z→z0

2z0R(r, s; z)(z0 − z) =
4z20
2iz30

(

D1e
κr +

1

r

)

D1e
κs

=− 2

κ3
(

D1e
κr +

1

r

)

T1
(

D1e
κs +

1

s

)

,

è, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ íîðìèðîâàííîé ñîáñòâåí�

íîé �óíêöèè òî÷å÷íîãî ñïåêòðà

q(r) =

√

− 2

κ3
(

D1e
κr +

1

r

)

=

√

− 2

κ3
D1

(

eκr − 1
)

. (2.33)

Äëÿ ïîäñ÷åòà ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè íåïðåðûâíîé ÷àñòè ñïåêòðà çàìåòèì, ÷òî

β(−λ) = −λ− iκ

−λ+ iκ
= β−1(λ)
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è ââåäåì îáîçíà÷åíèå

β(λ) ≡ e2iζ, ζ ∈ R.

Äàëåå ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ ðåçîëüâåíòû (2.24) â èíòåãðàë (2.30)

∞∫

0

2λ dλ

2πi

(

R(r, s; λ)−R(r, s;−λ)
)

=
−2

2πi2i

∞∫

0

λ dλ

λ3

(1 + e2iζ

r
D1e

iλs+

+
1 + e−2iζ

r
D1e

−iλs + (D1e
−iλr + e2iζD1e

iλr)D1e
iλsθ(s− r)+

+ (D1e
−iλs + e2iζD1e

iλs)D1e
iλrθ(r − s)+

+ (D1e
iλr + e−2iζD1e

−iλr)D1e
−iλsθ(s− r)+

+ (D1e
iλs + e−2iζD1e

−iλs)D1e
−iλrθ(r − s)

)

=

çàìåíèì ñóììû θ-�óíêöèé ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè àðãóìåíòàìè íà åäèíèöû

=

∞∫

0

dλ

2πλ2

(1 + e2iζ

r
D1e

iλs +
1 + e−2iζ

r
D1e

−iλs +D1e
−iλrD1e

iλs+

+D1e
iλrD1e

−iλs + e2iζD1e
iλrD1e

iλs + e−2iζDe−iλrDe−iλs
)

=

ðàçëîæèì íà äâà ìíîæèòåëÿ

=
1

2π

∞∫

0

dλ

λ2
(

eiζD1e
iλr + e−iζD1e

−iλr +
2 cos ζ

r

)

×

×
(

eiζD1e
iλs + e−iζD1e

−iλs
)

=

è âûíåñåì èç âòîðîãî ìíîæèòåëÿ îïåðàöèþ T1

=
1

2π

∞∫

0

dλ

λ4
(

eiζD1e
iλr + e−iζD1e

−iλr +
2 cos ζ

r

)

×

× T1
(

eiζD1e
iλs + e−iζD1e

−iλs +
2 cos ζ

r

)

.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ñîîòíîøåíèÿ (2.30), ìîæíî

ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó îïåðàòîðà T κ
1 ñîîòâåòñòâóåò ñïåê�
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òðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå (ðàçëîæåíèå) [26℄

p̃κ1,λ(r) =
2√
2πλ2

(

D1 cos(ζ + λr) +
cos ζ

r

)

, e2iζ =
λ− iκ

λ+ iκ
. (2.34)

Çäåñü ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå â ïðåäåëå κ→ ∞ ñîâïàäà�

åò ñ �îðìóëîé (2.15) âçÿòîé ïðè l = 1.

2.4. Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàìåíà

Äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ T̃l â ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ (1.32)

ñóùåñòâóåò àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ �óíêöèîíàëüíîé çàìåíîé [24℄.

Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå Dl, D
∗
l , îïðåäåëåííûå â ðàçäåëå 2.2.1, ïîçâîëÿþò

ïåðåïèñàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (1.32) äëÿ �óíêöèé u, v èç ïðîñòðàíñòâà

Hl â ñëåäóþùåì âèäå

〈u, v〉l =
∞∫

0

(dū

dr

dv

dr
+
l(l + 1)

r2
ūv

)

dr =

=

∞∫

0

(

r−l d

dr
rlū(r)

)(

r−l d

dr
rlv(r)

)

dr −
∞∫

0

( ūv

r

)′
dr =

=

∞∫

0

D∗
l ū(r)D

∗
l v(r)dr.

Ó÷èòûâàÿ äàííîå ñîîòíîøåíèå, äåéñòâèå êâàäðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà Ëà�

ïëàñà íà ïàðàìåòðèçóþùóþ �óíêöèþ v ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈v, Tlv〉l =
∞∫

0

D∗
l v̄(r)D

∗
l Tlv(r)dr =

∞∫

0

D∗
l v̄(r)D

∗
lDlD

∗
l v(r)dr =

=

∞∫

0

D∗
l v̄(r)Tl−1D

∗
l v(r)dr =

∞∫

0

ψ̄v(r)Tl−1ψv(r)dr = (ψv, Tl−1ψv),

ãäå

ψv(r) = D∗
l v(r) = −r−l d

dr
rlv(r). (2.35)
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Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèîíàëüíàÿ çàìåíà (2.35), êîòîðàÿ èìååò ïóñòîå ÿäðî íà

ïðîñòðàíñòâå Hl, ïåðåâîäèò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (1.32) â èíòåãðàë (1.7)

〈u, v〉l = (ψu, ψv),

à êâàäðàòè÷íóþ �îðìó îïåðàòîðà Tl â ýòîì ïðîèçâåäåíèè â êâàäðàòè÷íóþ �îð�

ìó îïåðàòîðà Tl−1 â ïëîñêîì ïðîèçâåäåíèè. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè l = 1 îïåðàòîð

T0, äåéñòâóþùèé íà �óíêöèè ψ, â ïëîñêîì ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè ÿâëÿåòñÿ

ñèììåòðè÷åñêèì îïåðàòîðîì ñ èíäåêñàìè äå�åêòà (1, 1), à ïðè l ≥ 2 îïåðàòîðû

Tl−1 ñàìîñîïðÿæåíû â ñóùåñòâåííîì.

Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàìåíà (2.35) áîëåå íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ðåçóëüòàòû

÷àñòè 2.2, îäíàêî, îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå òðåáóåò ââåäåíèÿ èíòåãðàëüíîé îïå�

ðàöèè è îêàçûâàåòñÿ î÷åíü íåóäîáíûì ïðè ïåðåíîñå äåéñòâèÿ ðàñøèðåííûõ

îïåðàòîðîâ íàçàä íà âåêòîðíûå �óíêöèè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó

â ñëåäóþùåé ãëàâå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåõíèêîé, ðàçðàáîòàííîé ðàíåå â

ðàçäåëàõ 2.2, 2.3.

2.5. �åãóëÿðíûå àíàëèòè÷åñêèå âåêòîðû è ÿäðî

ðåçîëüâåíòû äëÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî ðàñøèðåíèÿ

îáùåãî âèäà

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò âòîðîé ãëàâû íàñòîÿùåé ðàáîòû � ýòî îïèñàíèå ñà�

ìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé ðàäèàëüíûõ ÷àñòåé îïåðàòîðà Ëàïëàñà T κ
1 . Ýòè

ðàñøèðåíèÿ èìåþò ïðîñòîé âèä, îäíàêî, ïåðåíîñ èõ äåéñòâèÿ íà ïðîñòðàíñòâî

�óíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ âûãëÿäèò î÷åíü ãðîìîçäêî è íå óäîáåí äëÿ èñïîëü�

çîâàíèÿ â ïðèëîæåíèÿõ. Òåîðèÿ Êðåéíà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü âûðàæåíèÿ íå äëÿ

ñàìèõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé îïåðàòîðîâ ∆⊥
è ∆‖

, à äëÿ ÿäåð èõ ðå�

çîëüâåíò, ÷òî ìîæåò áûòü íå ìåíåå ïîëåçíî äëÿ ïðèìåíåíèÿ â �èçèêå. Äàëåå

âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ðàçäåëà ñëåäóþò ðàáîòå [31℄.
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Ïîäîáíî ïðèìåðó, îïèñàííîìó â ÷àñòè 2.1, ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ

ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà ∆⊥
îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Êýëè

[38, ñòð. 186℄ ïîñðåäñòâîì �èêñèðîâàíèÿ íåêîòîðîé óíèòàðíîé ìàòðèöû, ïåðå�

âîäÿùåé ýëåìåíòû

~Bm
− îäíîãî äå�åêòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â ýëåìåíòû

~Bm
+ äðó�

ãîãî. Òåîðèÿ Êðåéíà [39℄, [40℄ äàåò âûðàæåíèå äëÿ ÿäðà ðåçîëüâåíòû ïðîèçâîëü�

íîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî ðàñøèðåíèÿ ÷åðåç ÿäðî ðåçîëüâåíòû â �èêñèðîâàííîé

òî÷êå îáëàñòè ðåãóëÿðíîñòè. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìîæíî âû÷èñ�

ëèòü âûðàæåíèå äëÿ ÿäðà ðåçîëüâåíòû R̊w ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ∆⊥
0 ,

çàäàííîãî íà ìíîæåñòâå ðåãóëÿðíûõ äâà ðàçà äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé [6,

ñòð. 73℄

R̊jj′

w (~x, ~y) =
ei
√
w|~x−~y|

4π|~x− ~y|δjj′,
[

(∆0 − w)R̊w

]jj′
(~x, ~y) = δ3(~x− ~y)δjj′, (2.36)

çäåñü ðàçðåç ó êîðíÿ èç ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà w âûáèðàåòñÿ âäîëü ïîëîæè�

òåëüíîé ïîëóîñè

√
w̄ = −

√
w, 0 < argw < 2π. (2.37)

�åçîëüâåíòà (2.36) îïðåäåëåíà íà ïðîñòðàíñòâå âåêòîðíûõ �óíêöèé ïðîèçâîëü�

íîãî âèäà L2(R
3)⊗C3

, îäíàêî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îíà, òàêæå êàê è îïåðàòîð

∆⊥
0 , îñòàâëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâà P

‖
è P⊥

èíâàðèàíòíûìè. Òåì ñàìûì, âûðàæå�

íèå (2.36) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåçîëüâåíò îïåðàòîðîâ,

äåéñòâóþùèõ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ P ‖
è P⊥

. Òåîðèÿ Êðåéíà îïèðàåòñÿ íà ïî�

íÿòèå àíàëèòè÷åñêîãî âåêòîðà. Â èíòåðïðåòàöèè [41, ñòð. 371℄ ýòî âåêòîð

~Bm
w ,

êîòîðûé â ðåãóëÿðíûõ òî÷êàõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé

àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà w è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå�

íèþ

~Bm
w = ~Bm

w0
+ (w − w0)R̊w

~Bm
w0
. (2.38)

Çäåñü ïîä ïîíÿòèåì âåêòîð ïîäðàçóìåâàåòñÿ ýëåìåíò ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

� îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà (∆⊥)∗, ñîïðÿæåííîãî ê ñèììåòðè÷åñêîìó îïå�

ðàòîðó ∆⊥
, â òî âðåìÿ êàê ñèìâîë âåêòîðà ó

~Bm
w îòíîñèòñÿ ê ñòðóêòóðå ýòîãî
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ïðîñòðàíñòâà, à èíäåêñ m = −1, 0, 1 íóìåðóåò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå àíàëèòè�

÷åñêèå âåêòîðû. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïîñòðîåíèÿ ðåçîëüâåíòû ñ ïîìîùüþ

àíàëèòè÷åñêèõ âåêòîðîâ

~Bm
w ÿâëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü ýòèõ âåêòîðîâ, âçÿòûõ

â òî÷êàõ ±iχ2
, ê äå�åêòíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà ∆⊥

(∆⊥ ± iχ2)∗ ~Bm
±iχ2 = 0.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàññìîòðèì �óíêöèþ

cw(r) = D1

(

ei
√
wr − 1

)

= r
d

dr

1

r

(

ei
√
wr − 1

)

ñ ðàçðåçîì ïî ñïåêòðàëüíîìó ïàðàìåòðó w, îïðåäåëåííîìó �îðìóëîé (2.37),

è ïåðåíåñåì åå ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ (1.20) â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ

ýòîãî îïðåäåëèì ïîïåðå÷íûå âåêòîðû

~Bm
w , m = −1, 0, 1 ñëåäóþùèì îáðàçîì

~Bm
w (~x(r,Ω)) =

√
2
cw(r)

r2
~Υ1m(Ω) +

c′w(r)

r
~Ψ1m(Ω). (2.39)

Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ñ ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèé äëÿ âåêòîðíûõ ñ�å�

ðè÷åñêèõ �óíêöèé [21℄ äàþò äëÿ ýòîãî âåêòîðà ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

[Bm
w (~x)]

j =

√

3

8π

(xmxj
r

d

dr

1

r

d

dr

ei
√
wr − 1

r
− δjm

r

d

dr
r
d

dr

ei
√
wr − 1

r

)

r=|x|
. (2.40)

Âû÷èñëåíèå, àíàëîãè÷íîå âû÷èñëåíèþ (2.10) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëå�

ìåíòà u ∈ W̊1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

〈cw, (T̃1 − w)u〉1 = 0,

à çíà÷èò �óíêöèÿ cw(r) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(T̃1 − w)∗cw(r) = (T̃1 − w)∗D1

(

ei
√
wr − 1

)

= 0.

Êàê ñëåäñòâèå, âåêòîð

~Bm
w óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(∆⊥ − w)∗ ~Bm
w = 0,

èç êîòîðîãî, ñîâìåñòíî ñ àíàëèòè÷íîñòüþ è ïîâåäåíèåì íà áåñêîíå÷íîñòè ïî

ïàðàìåòðó w, ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ ~Bm
w ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.38).
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Äàëåå âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå àíàëèòè÷åñêèõ âåêòîðîâ

~Bm
w äëÿ

ðàçíûõ çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà

∫

R3

~Bm
w (~x)

~Bm
w̃ (~x) d

3x =

∞∫

0

(

2
c̄w(r)cw̃(r)

r2
+ c̄′w(r)c

′
w̃(r)

)

dr =

=

∞∫

0

D∗
1c̄w(r)D

∗
1cw̃(r) dr =

∞∫

0

D∗
1D1(e

i
√
w̄r − 1)D∗

1D1(e
i
√
w̃r − 1) dr =

=

∞∫

0

d2

dr2
(ei

√
w̄r − 1)

d2

dr2
(ei

√
w̃r − 1) dr = w̄w̃

∞∫

0

ei
√
w̄rei

√
w̃r dr =

=
iw̄w̃√
w̄ +

√
w̃
, (2.41)

çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì (2.39), ñíÿëè èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé

Ω, ïðîèíòåãðèðîâàëè ïî ÷àñòÿì è ïðèìåíèëè �îðìóëó (2.5). Âñëåäñòâèå îð�

òîãîíàëüíîñòè âåêòîðíûõ ñ�åðè÷åñêèõ ãàðìîíèê, àíàëèòè÷åñêèå âåêòîðû

~Bm
w

îðòîãîíàëüíû ïðè îòëè÷àþùèõñÿ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà m, òî åñòü∫

R3

~Bm
w (~x)

~Bm̃
w̃ (~x) d

3x = δmm̃
iw̄w̃√
w̄ +

√
w̃
. (2.42)

Èç âû÷èñëåíèÿ (2.41) è ïîëîæèòåëüíîñòè ìíèìîé ÷àñòè êîðíÿ (2.37) ïðè 0 <

argw < 2π òàêæå ìîæíî âû÷èñëèòü âûðàæåíèå äëÿ íîðìû ýòèõ âåêòîðîâ

‖ ~Bm
w ‖2 =

∫

R3

~Bm
w (~x)

~Bm
w (~x) d

3x =
iw̄w

√
w −√

w
=

|w|2
2Im

√
w
, 0 < argw < 2π. (2.43)

Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî íîðìû âåêòîðîâ

~Bm
+iχ2 è

~Bm
−iχ2, ëåæàùèõ

â ðàçíûõ äå�åêòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà ∆⊥
, ñîâïà�

äàþò. Ïîýòîìó ñàìîñîïðÿæåííîå ðàñøèðåíèå ýòîãî îïåðàòîðà îáùåãî âèäà ∆⊥
u

ìîæåò áûòü çàäàíî ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîãî îòîáðàæåíèÿ Uα
, ïåðåâîäÿùåãî ýëå�

ìåíòû

~Bm
− îäíîãî äå�åêòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà â ýëåìåíòû

~Bm
+ äðóãîãî

Uα : unm
~Bm
−iχ2 → αnu

n
m′
~Bm′

+iχ2, un
′

mū
n
m = δn′n, |αn| = 1,

(çäåñü ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî èíäåêñàì m è m′
, íî íå ïî n). Òî åñòü

äåéñòâèå Uα
îïðåäåëåíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî âåêòîðû unm ïî èíäåêñóm ÿâëÿþòñÿ
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ñîáñòâåííûìè äëÿ îòîáðàæåíèÿ Uα
èç ëèíåéíîé îáîëî÷êè âåêòîðîâ { ~Bm

−iχ2} â

ëèíåéíóþ îáîëî÷êó { ~Bm′

+iχ2}, è ïðè ýòîì Uα
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì

âèäå

Uα =
Uα
mm′

‖ ~Biχ2‖2
~Bm
iχ2

(

~Bm′

−iχ2, ·
)

R3
, Uα

mm′ =

3
∑

n=1

αnu
n
mū

n
m′.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ââåäåííîå â (2.36) ÿäðî ðåçîëüâåíòû R̊w(~x, ~y), ñîîò�

âåòñòâóåò ñàìîñîïðÿæåííîìó ðàñøèðåíèþ ∆⊥
0 , îïðåäåëÿåìîìó åäèíè÷íîé ìàò�

ðèöåé, òî åñòü îòîáðàæåíèþ

~Bm
−iχ2 â

~Bm
+iχ2, m = −1, 0, 1. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåîá�

ðàçîâàíèÿ Êýëè [38, ñòð. 186℄ è �îðìóëû (2.43) ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü ðåçîëüâåíò

ðàññìàòðèâàåìûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé, âçÿòûõ â òî÷êå iχ2
, îïðåäåëÿ�

åòñÿ âûðàæåíèåì

Riχ2 − R̊iχ2 =
Uα
mm′ − δmm′

2iχ2‖ ~Biχ2‖2
~Bm
iχ2

(

~Bm′

−iχ2, ·
)

R3
=

=
3

∑

n=1

unmū
n
m′

αn − 1√
2iχ5

~Bm
iχ2

(

~Bm′

−iχ2, ·
)

R3
. (2.44)

Òåîðèÿ Êðåéíà [41, ñòð. 374℄ óòâåðæäàåò, ÷òî ðàçíîñòü ðåçîëüâåíò ñàìîñîïðÿ�

æåííûõ ðàñøèðåíèé ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå w ìîæåò

áûòü çàïèñàíà ÷åðåç àíàëèòè÷åñêèå âåêòîðû

~Bm
w â ñëåäóþùåì âèäå

Rw − R̊w = βmm′(w) ~Bm
w

(

~Bm′

w̄ , ·
)

R3
, (2.45)

ãäå βmm′(w) � ýòî ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

β−1
mm′(w) = β−1

mm′(iχ2)− (w − iχ2)
(

~Bm
w̄ ,

~Bm′

iχ2

)

R3
. (2.46)

Ôîðìóëà (2.44) äàåò íàì âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè βmm′(w) â òî÷êå iχ2

βmm′(iχ2) =

3
∑

n=1

unmū
n
m′

αn − 1√
2iχ5

,

èç êîòîðîãî, ðåøàÿ óðàâíåíèå (2.46), ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå βmm′(w) â ïðî�

èçâîëüíîé òî÷êå

βmm′(w) =
3

∑

n=1

unmū
n
m′

iχ2

αn − 1√
2χ3 + iw(αn − 1)(

√

w +
√

iχ2)
.
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Ïåðåõîäÿ ê êîíêðåòíûì �óíêöèÿì â êîîðäèíàòàõ â �îðìóëå (2.45) ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ðàçíîñòè ÿäåð ðåçîëüâåíò

Rjj′

w (~x, ~y)− R̊jj′

w (~x, ~y) = βmm′(w)[Bm
w (~x)]

j[Bm′

w (~y)]j
′

,

ãäå ÿâíûé âèä âåêòîðîâ [Bm
w (~x)]

j
ïðèâåäåí â (2.40). Äàííîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ

àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà w â îáëàñòè 0 < argw < 2π,

çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ïîëþñîâ, îïðåäåëÿåìûõ çíàìåíàòåëÿìè

ìàòðè÷íîé �óíêöèè βmm′(w). Ýòè ïîëþñà ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì çíà÷å�

íèÿì äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà ∆⊥
u , à âû÷åòû â íèõ � ïðîåêòîðàì íà

ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà.

Àíàëîãè÷íóþ �îðìóëó ñ òàêîé æå �óíêöèåé βmm′(w) ìîæíî ïîëó÷èòü è

äëÿ ðàçíîñòè ðåçîëüâåíò ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé îïåðàòîðà ∆‖
íà ïðî�

äîëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Àíàëèòè÷åñêèå âåêòîðû

~Bm
w ïðè ýòîì çàìåíÿþòñÿ íà

âåêòîðû

~Cm
w (~x(r,Ω)) =

(cw(r)

r

)′~Υ1m(Ω) +
√
2
cw(r)

r2
~Ψ1m(Ω).

êîòîðûå â ÿâíîì âèäå âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì

[Cm
w (~x)]

j =

√

3

8π

(xmxj
r

d

dr

1

r

d

dr

ei
√
wr − 1

r
− δjm

r

d

dr

ei
√
wr − 1

r

)

r=|x|
.

Âñå âû÷èñëåíèÿ, â òîì ÷èñëå è ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (2.42), ïðè ýòîì îñòà�

þòñÿ áåç èçìåíåíèé.
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2.6. Ïðèëîæåíèå êî âòîðîé ãëàâå

2.6.1. Âûäåëåíèå ñãëàæèâàþùåãî ÿäðà èç ÿäðà ðåçîëüâåíòû

Ïðåäâàðèòåëüíûå �îðìóëû

B∫

A

1

t
Deizt dt =

B∫

A

d

dt

eizt

t
dt =

eizA

A
− eizB

B
,

B∫

A

t2Deizt dt =

B∫

A

t3
d

dt

eizt

t
dt = t2eizt

∣

∣

B

A
+

3t2

z2
d

dt

eizt

t

∣

∣

B

A
.

Òåïåðü ïóñòü

h(r) = De−izr + β(z)Deizr, g(r) = Deizr, β(z) =
z − iκ

z + iκ
,

T−1
1 (r, s) =

1

3

(s2

r
θ(r − s) +

r2

s
θ(s− r)

)

, D = r
d

dr

1

r
,

S(r, s; z) =
i

2z

(

h(r)g(s)θ(s− r) + h(s)g(r)θ(r − s)
)

+ δ(r − s) =

=
i

2z

(

De−izrDeizsθ(s− r) +De−izsDeizrθ(r − s)+

+ β(z)DeizrDeizs
)

+ δ(r − s), (2.47)

òîãäà ïðè r ≥ s äåéñòâèå T−1
íà ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ S(z) èìååò âèä

i

2z

∞∫

0

T−1
1 (r, t)De−iztDeizsθ(s− t) dt =

=
i

6z

∞∫

0

(t2

r
θ(r − t) +

r2

t
θ(t− r)

)

De−iztDeizsθ(s− t) dt =

=
i

6z

1

r
Deizs

s∫

0

t2De−izt dt =

=
i

6z

(s2

r
e−izsDeizs +

3s

izr
e−izsDeizs − 3

rz2
(e−izs − 1)Deizs

)
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i

2z

∞∫

0

T−1
1 (r, t)DeiztDe−izsθ(t− s) dt =

=
i

6z

∞∫

0

(t2

r
θ(r − t) +

r2

t
θ(t− r)

)

DeiztDe−izsθ(t− s) dt =

=
i

6z

1

r
De−izs

r∫

s

t2Deizt dt+
i

6z
r2De−izs

∞∫

r

1

t
Deizt dt =

=
i

6z

(

reizrDe−izs − s2

r
eizsDe−izs +

3

z2
DeizrDe−izs +

3s

izr
eizsDe−izs+

+
3

z2r
eizsDe−izs − reizrDe−izs

)

,

÷òî â ñóììå äàåò

i

6z

(s2

r
e−izsDeizs +

3s

izr
e−izsDeizs − 3

rz2
(e−izs − 1)Deizs−

− s2

r
eizsDe−izs +

3

z2
DeizrDe−izs +

3s

izr
eizsDe−izs +

3

z2r
eizsDe−izs

)

=

=
i

6z

(s2

r
(e−izsDeizs − eizsDe−izs) +

3s

izr
(e−izsDeizs + eizsDe−izs)−

− 3

rz2
(e−izsDeizs + eizsDe−izs) +

3

rz2
Deizs +

3

z2
DeizrDe−izs

)

=

=
i

2z3

(1

r
Deizs +DeizrDe−izs

)

− s2

3r
. (2.48)

Ïðè r ≤ s äåéñòâèå T−1
1 íà ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ S(z) ðàâíî

i

2z

∞∫

0

T−1
1 (r, t)De−iztDeizsθ(s− t) dt =

=
i

6z

∞∫

0

(t2

r
θ(r − t) +

r2

t
θ(t− r)

)

De−iztDeizsθ(s− t) dt =

=
i

6z

(1

r
Deizs

r∫

0

t2De−izt dt + r2Deizs
s∫

r

1

t
De−izt dt

)

=

=
i

6z

(

re−izrDeizs +
3

z2
De−izrDeizs +

r2

s
e−izsDeizs − re−izrDeizs+

+
3

z2
Deizs

r

)

,
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i

2z

∞∫

0

T−1
1 (r, t)DeiztDe−izsθ(t− s) dt =

=
i

6z

∞∫

0

(t2

r
θ(r − t) +

r2

t
θ(t− r)

)

DeiztDe−izsθ(t− s) dt =

=
i

6z
r2De−izs

∞∫

s

1

t
Deizt dt = − i

6z

3

z2
eizsDe−izs,

÷òî ïðè ñóììèðîâàíèè äàåò âûðàæåíèå

i

2z3
(
Deizs

r
+De−izrDeizs) +

ir2

6zs
(e−izsDeizs − eizsDe−izs) =

=
i

2z3
(
Deizs

r
+De−izrDeizs)− r2

3s
. (2.49)

Äåéñòâèå T−1
1 íà òðåòüå ñëàãàåìîå â (2.47) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

i

2z

∞∫

0

T−1
1 (r, t)β(z)DeiztDeizs ds =

=
i

6z
β(z)Deizs

∞∫

0

(r2

t
θ(t− r) +

t2

r
θ(r − t)

)

DeiztDeizs ds =

=
ir2

6z
β(z)Deizs

∞∫

r

1

t
Deizt dt+

i

6zr
β(z)Deizs

r∫

0

t2Deizt dt =

=
i

6z
β(z)Deizs

(

−reizr + 1

r
(r2 − 3r

iz
− 3

z2
)eizr +

3

z2
)

=

=
i

2z3
β(z)(Deizr +

1

r
)Deizs.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå â (2.48) è (2.49), ñ ó÷åòîì óñëîâèé r ≤ s

èëè s ≤ r, ñîêðàùàþòñÿ ñ äåéñòâèåì T−1
1 íà δ-�óíêöèþ â (2.47), à îñòàëüíûå

ñëàãàåìûå ãðóïïèðóþòñÿ â âûðàæåíèå äëÿ R(r, s; z)

i

2z3
(

(
1

r
Deizs +DeizrDe−izs)θ(r − s) + (

1

r
Deizs +De−izrDeizs)θ(s− r)+

+ β(z)(Deizr +
1

r
)Deizs

)

=

=
i

2z3
(

h(r)g(s)θ(s− r) + h(s)g(r)θ(r − s) +
1 + β

r
g(s)

)

= R(r, s; z).
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2.6.2. Êîñîñèììåòðè÷íîñòü ÿäðà S

Ïóñòü

S(r, s; z) =
i

2z

(

h(r)g(s)θ(s− r) + h(s)g(r)θ(r − s)
)

+ δ(r − s),

h(r) = De−izr + β(z)Deizr, g(r) = Deizr, β(z) =
z − iκ

z + iκ
,

òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

β(z) =
z̄ + iκ

z̄ − iκ
=

−z̄ − iκ

−z̄ + iκ
= β(−z̄),

ïîëó÷àåì

S(r, s; z) =
−i
2z̄

(

hz(r)gz(s)θ(s− r) + hz(s)gz(r)θ(r − s)
)

+ δ(r − s) =

=
−i
2z̄

(

(Deiz̄r + β(z)De−iz̄r)De−iz̄sθ(s− r)+

+ (Deiz̄s + β(z)De−iz̄s)De−iz̄rθ(s− r)
)

+ δ(r − s) =

=
−i
2z̄

(

h−z̄(s)g−z̄(r)θ(s− r) + h−z̄(r)g−z̄(s)θ(s− r)
)

+ δ(r − s) =

=S(s, r;−z̄).
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�ëàâà 3

Êâàäðàòè÷íûå �îðìû

Çàäà÷à ýòîé ãëàâû� ïîñòðîèòü çàìêíóòûå (çàìûêàåìûå) ðàñøèðåíèÿ êâàä�

ðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì ïîäïðîñòðàí�

ñòâàõ. Êàê ìû óâèäåëè ðàíåå, îïåðàòîð Ëàïëàñà â òàêèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ íà

�óíêöèÿõ, áûñòðî óáûâàþùèõ â íà÷àëå êîîðäèíàò, ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì

è èìååò èíäåêñû äå�åêòà (3, 3). Ïî òåîðåìå Ôðèäðèõñà-Ñòîóíà [42℄ ìíîæåñòâî

çàìêíóòûõ ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ñàìî�

ñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà, îïðåäåëÿþùåãî íà÷àëü�

íóþ �îðìó. Îäíàêî, ïîñòðîåííûå ïî ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðàì ðàñøèðå�

íèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû îáùåãî âèäà îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíûì è âêëþ�

÷àåò â ñåáÿ ãðîìîçäêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.21)�(1.23). Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èì�

ñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèøü ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ðàñøèðåíèé, êîòîðûå ìîãóò

áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå òðåõìåðíûõ èíòåãðàëîâ. Äëÿ ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷�

íîé �îðìû îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïîïåðå÷íîì è ïðîäîëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâàõ

áóäåò ïðèâåäåíî ïî äâà ýêâèâàëåíòíûõ âûðàæåíèÿ: â âèäå èíòåãðàëîâ ïî äî�

ïîëíåíèÿì ê øàðàì ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ëèáî â âèäå èíòåãðàëà ïî

âñåìó òðåõìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó ñ íåêîòîðûìè ëîêàëüíûìè äîáàâêàìè.

3.1. Îáùèå ñâåäåíèÿ, ïðèìåð ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷íîé

�îðìû

Äëÿ èëëþñòðàöèè ñâîéñòâ êâàäðàòè÷íûõ �îðì äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðà�

òîðîâ è èõ ðàñøèðåíèé îáðàòèìñÿ ê ïðîñòîìó ïðèìåðó � îïåðàòîðó T0, îïè�

ñàííîìó â ÷àñòè 2.1. Òåîðåìà Ôðèäðèõñà-Ñòîóíà [42℄ óòâåðæäàåò, ÷òî êàæäîìó

ïîëóîãðàíè÷åííîìó ñàìîñîïðÿæåííîìó îïåðàòîðó T ñîîòâåòñòâóåò çàìêíóòàÿ



59

ïîëóîãðàíè÷åííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q, äåéñòâóþùàÿ ïî ïðàâèëó

Q(u) = (u, Tu), u ∈ W .

Òàêàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà çàäàåòñÿ ñíà÷àëà íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòî�

ðà W , à ïîòîì, âñëåäñòâèå çàìêíóòîñòè, ïðîäîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîãî çàìêíó�

òîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W. Ìîæåò îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî òà æå ñàìàÿ êâàäðàòè÷íàÿ

�îðìà ìîæåò áûòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî ïîëóîãðàíè÷åííîãî ñèììåò�

ðè÷åñêîãî îïåðàòîðà T0. Èç òåîðåìû Ôðèäðèõñà [43℄ ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè âñåõ

ðàñøèðåíèé ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà T0 ñ ðàâíûìè êîíå÷íûìè, ëèáî áåñ�

êîíå÷íûìè èíäåêñàìè äå�åêòà åñòü âûäåëåííîå (ìàêñèìàëüíîå) ðàñøèðåíèå,

êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ çàìûêàíèåì êâàäðàòè÷íîé �îðìû

T0:

Q0(u) = (u, T0u), u ∈ W̊0.

Â íàøåì ñëó÷àå, êîãäà ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð T îïðåäåëåí ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Êýëè êàê îïåðàòîð T a
0 â ÷àñòè 2.1.1, à T0 � ýòî îïåðàòîð èç

÷àñòè 2.1 ñ èíäåêñàìè äå�åêòà (1, 1), ðàñøèðåíèþ ïî Ôðèäðèõñó ñîîòâåòñòâóåò

çíà÷åíèå a = 0, à îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû Q0 âêëþ÷àåò â

ñåáÿ òîëüêî �óíêöèè èñ÷åçàþùèå â íóëå:

H
1
0(R

+) = {u : (u, u) < ∞, (u′, u′) <∞, u(0) = 0}.

Âñåì îñòàëüíûì ðàñøèðåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò êâàäðàòè÷íûå �îðìû, çàäàííûå

íà îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå

H
1(R+) = {u : (u, u) <∞, (u′, u′) <∞}

è äåéñòâóþùèå ñëåäóþùèì îáðàçîì

Qa(u) = −κ(a)|u(0)|2 +
∞∫

0

|u′(r)|2dr.

Äàííàÿ �îðìóëà íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ðàñøèðåíèå ïî Ôðèäðèõñó, ñîîò�

âåòñòâóþùåå çíà÷åíèþ κ = −∞, ñðåäè âñåõ �îðì Qa, ïîëóîãðàíè÷åííûõ ñíèçó,
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ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé �îðìîé. Ïðè ýòîì äëÿ êâàäðàòè÷íûõ �îðì Q0 è Qa

âûïîëíåíî óñëîâèå âëîæåííîñòè

Q0 ⊂ Qa, Qa(u) = Q0(u), u ∈ W
0
0

(â îáùåì ñëó÷àå ñòðóêòóðà ïîäïðîñòðàíñòâ êâàäðàòè÷íûõ �îðì ñàìîñîïðÿæåí�

íûõ ðàñøèðåíèé ïîëóîãðàíè÷åííîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà îïèñûâàåòñÿ

òåîðèåé Êðåéíà [44℄).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì ñàìîñîïðÿ�

æåííûõ ðàñøèðåíèé Ta, a 6= 0 äåéñòâóþùèõ îäèíàêîâî, íî íà ðàçíûõ ïîäïðî�

ñòðàíñòâàõ è ìíîæåñòâîì êâàäðàòè÷íûõ �îðì Qa, îïðåäåëåííûõ íà îäíîì ïîä�

ïðîñòðàíñòâå, íî äåéñòâóþùèõ ïî-ðàçíîìó.

Ïðèìåíèòåëüíî ê êâàäðàòè÷íîé �îðìå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå

Q∆(f) =

∫

R3

∣

∣

∂f(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x, (3.1)

ðàññìîòðåííûå âûøå �îðìóëû îçíà÷àþò, ÷òî åñëè çàìûêàòü äàííóþ �îðìó,

íà÷èíàÿ ñ ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé èñ÷åçàþùèõ â íóëå, òî ìû ïîëó÷èì êâàäðà�

òè÷íóþ �îðìó íà ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êëàñ�

ñîì Ñîáîëåâà H
1(R3) (ñì. [32℄). Ýòîé �îðìå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñàìîñîïðÿ�

æåííûé îïåðàòîð ∆0 çàäàííûé íà ïðîñòðàíñòâå äâà ðàçà äè��åðåíöèðóåìûõ

îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé. Íî, â òî æå âðåìÿ, èñõîäíóþ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó

ìîæíî ðàñøèðèòü äî çàìêíóòîé �îðìû Qκ
∆(f), äåéñòâóþùåé íà ïðîñòðàíñòâå

�óíêöèé, ðàñõîäÿùèõñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò êàê |x|−1

Qκ
∆(f) = lim

ρ→0

(

∫

R3\Bρ

∣

∣

∂f(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x−

(1

ρ
− κ

)

∫

∂Bρ

|f(~x)|2 d2s
)

, (3.2)

çäåñü Bρ � ýòî øàð ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Íåñëîæíî óâèäåòü,

÷òî íà ìíîæåñòâå îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé âòîðîå ñëàãàåìîå èñ÷åçàåò, à ïðåäåë

ïåðâîãî ñòðåìèòñÿ ê èíòåãðàëó (3.1). Ïåðåíîðìèðîâêà è òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ, ñîîò�

âåòñòâóþùèå òàêèì ðàñøèðåíèÿì �óíêöèîíàëà ýíåðãèè âïåðâûå áûëè îïèñàíû
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â ðàáîòå [11℄ â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Êâàäðàòè÷íàÿ �îð�

ìà (3.2) ìîæåò áûòü òàêæå ïðåäñòàâëåíà â áîëåå óäîáíîì âèäå, íå ñîäåðæàùåì

ðàñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë

Qκ
∆(f) =

∫

R3

1

|x|2
∣

∣

∣

∂

∂xk
|x|f(~x)

∣

∣

∣

2

d3x+ κ lim
ρ→0

∫

∂Bρ

|f(~x)|2 d2s,

ïîäðîáíûå �îðìóëû ñì. â [45℄.

3.2. �àñøèðåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ �îðì îïåðàòîðà Ëàïëàñà

Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ñêàëÿðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà (3.1) åñòåñòâåííî ïå�

ðåíîñèòñÿ íà âåêòîðíûé ñëó÷àé

Q∆(~f) =
∑

k,j

∫

R3

∣

∣

∂f j(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x. (3.3)

Ýòà �îðìà îïðåäåëåíà íà çàìêíóòîì ïðîñòðàíñòâå � êëàññå Ñîáîëåâà H
1(R3),

ïðè äåéñòâèè íà âåêòîðíóþ �óíêöèþ

~f(~x) â ïàðàìåòðèçàöèè (1.19), (1.20), â

ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (1.39) îíà äèàãîíàëèçóåòñÿ è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëå�

äóþùåì âèäå

Q∆(~f) = (v0, T1v0) +
∑

1≤l,|m|≤l

(

〈vlm, Tlvlm〉l + 〈ulm, Tlulm〉l + (φlm, Tlφlm)
)

. (3.4)

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñóæåíèÿ �îðìû (3.3) íà �ïîïåðå÷íîå�

Q⊥
∆(
~f) = Q∆(~f), ~f ∈ P⊥

(3.5)

è �ïðîäîëüíîå�

Q
‖
∆(
~f) = Q∆(~f), ~f ∈ P ‖

ïîäïðîñòðàíñòâà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óäîñòîâåðèòüñÿ â òîì, ÷òî òàêèå ñóæåíèÿ

îïðåäåëåíû êîððåêòíî, äîêàæåì ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà Q⊥
∆ çàìêíóòà íà ïîä�

ïðîñòðàíñòâå P⊥ ∩H
1(R3).



62

Òî åñòü, äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

~fn ∈ P⊥ ∩H
1(R3), åñëè ‖~fn− f‖R3 → 0

è Q∆(~fn − fn) → 0, ïðè n→ ∞, òî

~f ∈ P⊥ ∩H
1(R3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðèíàäëåæíîñòè �óíêöèè

~f(~x) îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

êâàäðàòè÷íîé �îðìû Q∆ ñëåäóåò, ÷òî äèâåðãåíöèÿ ∂jf
j
îïðåäåëåíà, ïî êðàé�

íåé ìåðå, êàê �óíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà L2(R
3)⊗ C3

. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì

íåðàâåíñòâî, âåðíîå äëÿ �èêñèðîâàííûõ j, j′

∂f j

∂xj

∂f j′

∂xj′
+
∂f j′

∂xj′

∂f j

∂xj
≤

∣

∣

∂f j

∂xj

∣

∣

2
+
∣

∣

∂f j′

∂xj′

∣

∣

2
,

ïðîñóììèðóåì åãî ïî j, j′

2
∑

j,j′

∂f j

∂xj

∂f j′

∂xj′
= 2|

∑

j

∂f j

∂xj
|2 ≤ 6

∑

j

∂f j

∂xj

∂f j

∂xj
≤ 6

∑

j,k

∂f j

∂xk

∂f j

∂xk
,

ïîäåëèì íà 2 è ïðîèíòåãðèðóåì ïî R3
, ïîëó÷èì

‖∂f
j

∂xj
‖2
R3 =

∫

R3

∂f j

∂xj

∂f j′

∂xj′
d3x ≤ 3

∫

R3

∂f j

∂xk

∂f j

∂xk
d3x = 3Q∆(~f). (3.6)

Èç ïðèíàäëåæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

~fn ïîïåðå÷íîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ñëå�

äóåò ðàâåíñòâî

‖∂(f
j
n − f j)

∂xj
‖2
R3 =

∫

R3

∂(f j
n − f j)

∂xj

∂(f j′
n − f j′)

∂xj′
d3x =

=

∫

R3

∂f j

∂xj

∂f j′

∂xj′
d3x = ‖∂f

j

∂xj
‖2
R3.

Òåïåðü çàïèøåì íåðàâåíñòâî (3.6) äëÿ

~fn − ~f è ïîëó÷èì îöåíêó

‖∂f
j

∂xj
‖2
R3 = ‖∂(f

j
n − f j)

∂xj
‖2
R3 ≤ 3Q∆(~fn − ~f),

èç êîòîðîé óæå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò çàìêíóòîñòü �îðìû Q∆ íà ïîïåðå÷íîì

ïîäïðîñòðàíñòâå. � Çàìêíóòîñòü �îðìû Q
‖
∆ ñëåäóåò èç çàìêíóòîñòè �îðìû Q∆

íà âñåì ïðîñòðàíñòâå H
1(R3) è òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé çàìêíóòîñòè �îðìû Q⊥

∆.

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê îñíîâíîé çàäà÷å íàñòîÿùåé ãëàâû � âûâîäó âû�

ðàæåíèé äëÿ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷íûõ �îðì Q⊥
∆

è Q
‖
∆.
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3.3. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà

ïîïåðå÷íîì ïîäïðîñòðàíñòâå

�àññìîòðèì ñóæåíèå �îðìû (3.4) íà ïîïåðå÷íîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü

�óíêöèÿ

~f(~x) ïðåäñòàâëåíà â âèäå (1.20), òîãäà

Q⊥
∆(
~f) =

∑

1≤l,|m|≤l

(

〈ulm, Tlulm〉l + (φlm, Tlφlm)
)

.

Çàìåíèì îïåðàòîðû T1 â ïåðâûõ ñëàãàåìûõ

〈u1m, T1u1m〉1

íà ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ (2.19), ñîîòâåòñòâóþùèå îäèíàêîâîìó äëÿ âñåõ

m = −1, 0, 1 ïàðàìåòðó κ

Q⊥κ
∆ (~f) =

∑

1≤l,|m|≤l

(

〈ulm, T κ
l ulm〉l + (φlm, Tlφlm)

)

. (3.7)

Ïîñìîòðèì, êàê äàííàÿ �îðìà âûãëÿäèò â òåðìèíàõ �óíêöèè

~f(~x), ïàðàìåò�

ðèçîâàííîé â âèäå (1.20), ó êîòîðîé êîý��èöèåíòû u1m ëåæàò â ïðîñòðàíñòâå

(2.18). Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âû÷èñëèì çíà÷åíèå �îðìû (3.7) íà ïîïåðå÷íîì âåê�

òîðå

~fm =
√
2
u1m
r2

~Υ1m +
u′1m
r
~Ψ1m, u1m ∈ Wκ

1 (3.8)

ëåæàùåì â ïîäïðîñòðàíñòâå ñ îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l = 1

Q⊥κ
∆ (~fm) = 〈u1m, T κ

1 u1m〉1 = (3.9)

= lim
ρ→0

∞∫

ρ

(dū1m
dr

d

dr
T κ
1 u1m +

2

r2
ū1mT

κ
1 u1m

)

dr =

= lim
ρ→0

∞∫

ρ

(dū1m
dr

d

dr
T1u1m +

2

r2
ū1mT1u1m + 2(

ū′1m
r2

− 2ū1m
r3

)u′1m(0)
)

dr.

Çäåñü ìû ðàñêðûëè äåéñòâèå ðàñøèðåííîãî îïåðàòîðà T κ
1 â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðå�

äåëåíèåì (2.19). Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â èíòåãðàëå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîä�
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íîé, à âñå ÷òî ñîäåðæèò îïåðàöèþ T1 ìîæíî ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (1.37) âûðà�

çèòü ÷åðåç äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà

~fm. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì

Q⊥κ
∆ (~f) = − lim

ρ→0

(

∫

R3\Bρ

f j
m(~x)

∂2f j
m(~x)

∂x2k
d3x + 2u′1m(0)

u1m(ρ)

ρ2
)

. (3.10)

Òåïåðü, ñëåäóÿ òåîðåìå �àóññà-Îñòðîãðàäñêîãî [28℄, ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì

ïåðâîå ñëàãàåìîå

−
∫

R3\Bρ

f j
m(~x)

∂2f j
m(~x)

∂x2k
d3x =

∫

R3\Bρ

∣

∣

∂f j
m(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x +

∫

∂Bρ

f j
m(~x)∂kf

j
m(~x) d

2σk,

çäåñü d2~σ � ýòî âåêòîð, íîðìàëüíûé ê ïîâåðõíîñòè ∂Bρ øàðà Bρ ñ öåíòðîì â

íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîëàãàÿ ~x = ~x(ρ,Ω) è d2~σ = ~xρd2Ω, ãäå Ω � ýòî, êàê è ðàíåå,

òî÷êà íà åäèíè÷íîé ñ�åðå S
2
, èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

èíòåãðàë ïî åäèíè÷íîé ñ�åðå

∫

∂Bρ

f j
m(~x)∂kf

j
m(~x) d

2σk =

∫

S2

f j
m(~x)|x|xk∂kf j

m(~x) d
2Ω

∣

∣

|x|=ρ
. (3.11)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (3.8) â ïðîèçâîäíóþ xk∂k ~fm

xk∂k ~fm = xk∂k
(
√
2
u1m
r2

~Υ1m +
u′1m
r
~Ψ1m

)

=

=
√
2
(u′1m
r

− 2
u1m
r2

)

~Υlm +
(

u′′1m − u′1m
r

)

~Ψlm,

çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ñâîéñòâî íåçàâèñèìîñòè âåêòîðíûõ ñ�åðè÷åñêèõ ãàðìî�

íèê îò ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé

xk∂k~Υlm(Ω) = 0, xk∂k~Ψlm(Ω) = 0.

Ïåðåìíîæàÿ �îðìóëó äëÿ xk∂k ~fm è

~fm ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ

èíòåãðàëà (3.11)

∫

S2

f j
m(~x)|x|xk∂kf j

m(~x) d
2Ω

∣

∣

|x|=ρ
=

= u′′1m(ρ)ū
′
1m(ρ)−

|u′1m(ρ)|2
ρ

+ 2
u′1m(ρ)ū1m(ρ)

ρ2
− 4

|u1m(ρ)|2
ρ3

. (3.12)
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Òåïåðü íàïèøåì ðàçëîæåíèå �óíêöèè u(ρ) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëÿ

u(ρ) = u′(0)ρ+ u′′(0)
ρ2

2
+ . . . , u′(ρ) = u′′(0)ρ+ . . . , ρ→ 0,

ïîäñòàâèì â íåãî ãðàíè÷íîå óñëîâèå èç (2.18) è âû÷èñëèì ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëî�

æåíèÿ äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ñëàãàåìûõ â (3.10) è (3.12)

u′(ρ)u(ρ)

ρ2
≃ 1

ρ
|u′(0)|2 + u′′(0)u′(0) +

1

2
u′(0)u′′(0) =

(1

ρ
+ 2κ

)

|u′(0)|2,

|u(ρ)|2
ρ3

≃ 1

ρ
|u′(0)|2 + 1

2
u′(0)u′′(0) +

1

2
u′′(0)u′(0) =

(1

ρ
+

4

3
κ
)

|u′(0)|2,

|u′(ρ)|2
ρ

≃ 1

ρ
|u′(0)|2 + u′(0)u′′(0) + u′′(0)u′(0) =

(1

ρ
+

8

3
κ
)

|u′(0)|2,

u′′(ρ)u′(ρ) ≃ 4

3
κ|u′(0)|2, u′′(ρ)u(ρ)

ρ
≃ 4

3
κ|u′(0)|2

u(ρ)

ρ2
≃ 1

ρ
u′(0) +

1

2
u′′(0) =

(1

ρ
+

2

3
κ
)

u′(0).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ (3.12) ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà∫

S2

f j
m(~x)|x|xk∂kf j

m(~x) d
2Ω

∣

∣

|x|=ρ
=

(4

3
κ−

(1

ρ
+

8

3
κ
)

+ 2
(1

ρ
+ 2κ

)

−

− 4
(1

ρ
+

4

3
κ
)

)

|u′1m(0)|2 +O(ρ) = −
(3

ρ
+

8

3
κ
)

|u′1m(0)|2 +O(ρ), (3.13)

êîòîðàÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â (3.10) äàåò

Q⊥κ
∆ (~f) = lim

ρ→0

(

∫

R3\Bρ

∣

∣

∂f j
m(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x−

(5

ρ
+ 4κ

)

|u′1m(0)|2
)

.

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñ èíòåãðàëîì ïî ñ�åðå îò êâàäðàòà ìîäóëÿ

~fm∫

∂Bρ

|~fm(~x)|2 d2s =
∫

∂Bρ

∣

∣

√
2
u1m
r2

~Υ1m +
u′1m
r
~Ψ1m

∣

∣

2
d2s =

=
2|u1m|2
ρ2

+ |u′1m|2 =
(

3 +
16

3
κρ

)

|u′1m(0)|2 +O(ρ2), (3.14)

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ïðåäåë, ñîäåðæàùèé èíòåãðàë ïî âíåøíîñòè

øàðà Bρ è åãî ïîâåðõíîñòè

Q⊥κ
∆ (~fm) = lim

ρ→0

(

∫

R3\Bρ

∣

∣

∂f j
m(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x−

( 5

3ρ
− 44

27
κ
)

∫

∂Bρ

|~fm(~x)|2 d2s
)

. (3.15)
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Äàííîå âûðàæåíèå áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [24℄ ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãîãî ñêà�

ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, à çàòåì ïåðåâû÷èñëåíî â ñòàòüå [27℄ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ

(1.32).

Âñå �îðìóëû â ïðîäåëàííûõ âû÷èñëåíèÿõ îñòàþòñÿ âåðíûìè äëÿ ëþáûõ

ïîïåðå÷íûõ �óíêöèé

~f(~x), òî åñòü �óíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (1.20) � ýòî

ñëåäóåò èç îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðíûõ ñ�åðè÷åñêèõ ãàðìîíèê. Íåñëîæíî óâè�

äåòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé âòîðîå ñëà�

ãàåìîå â (3.15) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ïðåäåë ïåðâîãî äàåò èíòåãðàë ïî âñåìó

ïðîñòðàíñòâó R3
, òî åñòü êâàäðàòè÷íóþ �îðìó (3.3)

Q∆(~f) =

∫

R3

∣

∣

∂f j(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x. (3.16)

Â òî æå âðåìÿ, íà �óíêöèÿõ ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ â íà÷àëå êîîðäèíàò îïðåäåëåí�

íîãî âèäà èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè øàðà â (3.15) êîìïåíñèðóåò ðàñõîäèìîñòü

ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, è â ðåçóëüòàòå äëÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû Q⊥κ
∆ ïîëó÷àåòñÿ

êîíå÷íîå âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âû�

ðàæåíèå (3.15) îïèñûâàåò ðàñøèðåíèå êâàäðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà Ëàïëàñà

(3.16). Êîý��èöèåíò

5
3
ïðè ðàñõîäÿùåéñÿ ñòåïåíè ρ−1

âî âòîðîì ñëàãàåìîì îò�

ëè÷àåòñÿ îò êîý��èöèåíòà 1 â (3.2), òàê êàê ìû ïîëó÷èëè äðóãîå ðàñøèðåíèå

çàäàííîå íà äðóãîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå. Çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà

44
27 ïðè ïà�

ðàìåòðå κ çàâèñèò îò âûáîðà êîý��èöèåíòà â ãðàíè÷íîì óñëîâèè (2.18), ó÷àñò�

âóþùåãî â �èêñàöèè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Wκ
1 ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ

T κ
1

3.3.1. Äðóãàÿ �îðìóëà äëÿ ðàñøèðåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû íà

ïîïåðå÷íîì ïîäïðîñòðàíñòâå

Ôîðìóëà (3.15), ïîëó÷åííàÿ âûøå äëÿ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ðàñøè�

ðåíèé êâàäðàòè÷íîé �îðìû Q⊥
∆, îáëàäàåò ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì: îíà ñî�

äåðæèò ïðåäåë èíòåãðàëà ïî ðàñøèðÿþùåéñÿ îáëàñòè îò âûðàæåíèÿ, íå èíòå�

ãðèðóåìîãî ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü �îðìó Q⊥κ
∆ â
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âèäå èíòåãðàëà ïî òðåõìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåõíèêîé

ïîñòðîåíèÿ êâàäðàòè÷íûõ �îðì, îïèñàííîé â [45℄. Â âûðàæåíèè

Q⊥κ
∆ (~f) =

∫

R3

(5

3

1

x2
∣

∣

∂|x|f j(~x)

∂xk

∣

∣

2 − 2

3

∣

∣

∂f j(~x)

∂xk

∣

∣

2
)

d3x+

+ lim
ρ→0

44

27
κ

∫

∂Bρ

|~f(~x)|2 d2σ. (3.17)

âñå ïðåäåëû è èíòåãðàëû êîíå÷íû äëÿ ïîïåðå÷íûõ �óíêöèé

~f(~x), ïðåäñòàâè�

ìûõ â âèäå (3.8). Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ òàêèõ ïîïåðå÷íûõ �óíêöèé çíà÷åíèÿ �îðì

(3.15) è (3.17) ñîâïàäàþò. Äëÿ ýòîãî çàìåíèì èíòåãðàë â ïåðâîé ñòðîêå (3.17)

íà ïðåäåë èíòåãðàëîâ ïî ðàñøèðÿþùèìñÿ îáëàñòÿì

∫

R3

(5

3

1

x2
∣

∣

∂|x|f j
m(~x)

∂xk

∣

∣

2 − 2

3

∣

∣

∂f j
m(~x)

∂xk

∣

∣

2
)

d3x =

= lim
ρ→0

(5

3

∫

R3\Bρ

1

x2
∣

∣

∂|x|f j
m(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x− 2

3

∫

R3\Bρ

∣

∣

∂f j
m(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x

)

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ïåðâîå ñëàãàåìîå

∫

R3\Bρ

( ∂

∂xk
|x|f j

m(~x)
) 1

x2
( ∂

∂xk
|x|f j

m(~x)
)

d3x =

= −
∫

R3\Bρ

f j
m(~x)|x|

∂

∂xk

1

x2
( ∂

∂xk
|x|f j

m(~x)
)

d3x−

−
∫

∂Bρ

f j
m(~x)

|x|
∂

∂xk
|x|f j

m(x) d
2σk =

= −
∫

R3\Bρ

f j
m(~x)

∂2

∂x2k
f j
m(~x) d

3x−
∫

S2

f j
m(~x)xk∂k|x|f j

m(x) d
2Ω

∣

∣

|x|=ρ
.

Äëÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòà r = |x|, ïðîâåäåì ñëåäóþùèå

âû÷èñëåíèÿ

xk∂k|x|~fm = xk∂k
(
√
2
u1m
r
~Υ1m + u′1m~Ψ1m

)

=
√
2
(u1m
r

)′
r~Υlm + u′′1mr~Ψlm,
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êîòîðûå ïðèâîäÿò ê îöåíêå∫

S2

f j
m(~x)xk∂k|x|f j

m(x) d
2Ω

∣

∣

|x|=ρ
=

(

2
ū1m
r

(u1m
r

)′
+ ū′1mu

′′
1m

)

∣

∣

r=ρ
=

= 2ū′′(ρ)u′(ρ) +O(ρ) =
8

3
κ|u′1m(0)|2 +O(ρ).

Äàëåå, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (3.10)

Q⊥κ
∆ (~f) = − lim

ρ→0

(

∫

R3\Bρ

f j
m(~x)

∂2f j
m(~x)

∂x2k
d3x+

(2

ρ
+

4

3
κ
)

|u′1m(0)|2
)

è îöåíêàìè ïðåäûäóùåé ÷àñòè∫

S2

f j
m(~x)|x|xk∂kf j

m(x) d
2Ω

∣

∣

|x|=ρ
=

(

2ū1m
(u1m
r2

)′
+ rū′1m

(u′1m
r

)′
)

∣

∣

r=ρ
=

= −3

ρ
|u′1m(0)|2 − 2ū′′1m(ρ)u

′
1m(ρ) +O(ρ) = −

(3

ρ
+

8

3
κ
)

|u′1m(0)|2 +O(ρ)
∫

∂Bρ

|~fm(~x)|2d2σ = 3|u′1m(0)|2 +O(ρ),

ïîëó÷àåì

lim
ρ→0

(5

3

∫

R3\Bρ

1

x2
∣

∣

∂|x|f j
m(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x− 2

3

∫

R3\Bρ

∣

∣

∂f j
m(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x

)

=

= − lim
ρ→0

(

∫

R3\Bρ

f j
m(~x)

∂2

∂x2k
f j
m(~x) d

3x+
(40

9
κ+

16

9
κ+

2

ρ

)

|u′1m(0)|2
)

=

=Q⊥κ
∆ (~fm)−

44

9
κ|u′1m(0)|2 = Q⊥κ

∆ (~fm)− lim
ρ→0

44

27
κ

∫

∂Bρ

|~f(~x)|2 d2σ,

÷òî ýêâèâàëåíòíî �îðìóëå (3.17).

3.4. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà

ïðîäîëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâå

Â ýòîì ðàçäåëå, ñ ïîìîùüþ òåõíèêè, ðàçðàáîòàííîé äëÿ ïîïåðå÷íîãî ïîä�

ïðîñòðàíñòâà, ìû ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû Q
‖
∆, äåéñòâó�

þùåé íà ïîäïðîñòðàíñòâå ïðîäîëüíûõ �óíêöèé P ‖
, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå
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(1.19). Çàïèøåì ïðîäîëüíûå ñëàãàåìûå êâàäðàòè÷íîé �îðìû (3.4)

Q
‖
∆(~g) = (v0, T1v0) +

∑

1≤l,|m|≤l

〈vlm, Tlvlm〉l.

è çàìåíèì îïåðàòîðû T1 íà ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ (2.19), ñîîòâåòñòâó�

þùèå îäèíàêîâîìó äëÿ âñåõ m = 1, 2, 3 ïàðàìåòðó κ

Q
‖
∆(~g) = (v0, T1v0) + 〈v1m, T κ

1 v1m〉1 +
∑

2≤l,|m|≤l

〈vlm, Tlvlm〉l. (3.18)

Ïîñìîòðèì, êàê äàííàÿ �îðìà âûãëÿäèò â òåðìèíàõ �óíêöèè ~g(~x), ïðåäñòàâè�

ìîé â âèäå (1.19), ñ êîý��èöèåíòàìè v1m, ëåæàùèìè â ïðîñòðàíñòâå Wκ
1 . Äëÿ

ýòîãî ñíà÷àëà âû÷èñëèì çíà÷åíèå �îðìû (3.18) íà ïðîäîëüíîì âåêòîðå

~gm =
(v1m
r

)′~Υ1m +
√
2
v1m
r2

~Ψ1m, v1m ∈ Wκ
1 , (3.19)

ëåæàùåì â ïîäïðîñòðàíñòâå ñ îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l = 1

Q
‖κ
∆ (~gm) = 〈v1m, T κ

1 v1m〉1 =
(

~gv1m, ~gT κ
1
v1m

)

= (3.20)

=

∞∫

0

(

( v̄1m
r

)′
r2
(T κ

1 v1m
r

)′
+

2

r2
v̄1mT

κ
1 v1m

)

dr =

= lim
ρ→0

{

∞∫

ρ

(

( v̄1m
r

)′
r2
(T1v1m

r

)′
+

2

r2
v̄1mT1v1m

)

dr−

− 2

∞∫

ρ

(

( v̄1m
r

)′
r2
(v′1m(0)

r2
)′
+

2

r3
v̄1mv

′
1m(0)

)

dr
}

. (3.21)

Çäåñü ìû ðàñêðûëè äåéñòâèå ðàñøèðåííîãî îïåðàòîðà T κ
1 â ñîîòâåòñòâèè ñ

(2.19). Âî âòîðîì èíòåãðàëå ñòîèò ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

( v̄1m
r

)′
r2
(v′1m(0)

r2
)′
+

2

r3
v̄1mv

′
1m(0) = 2v′1m(0)

( v̄1m
r2

)′
,

à âñå ÷òî ñîäåðæèò îïåðàöèþ T1 ìîæíî ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (1.36) âûðàçèòü

÷åðåç äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ~gm
∞∫

ρ

(

( v̄1m
r

)′
r2
(T1v1m

r

)′
+

2

r2
v̄1mT1v1m

)

dr = −
∫

R3\Bρ

gjm(~x)
∂2gjm(~x)

∂x2k
d3x.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Q
‖κ
∆ (~g) = − lim

ρ→0

(

∫

R3\Bρ

gjm(~x)
∂2gjm(~x)

∂x2k
d3x+ 4v′1m(0)

v1m(ρ)

ρ2
)

, (3.22)

êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò (3.10) êîý��èöèåíòîì ïðè âòîðîì ñëàãàåìîì. Òåïåðü,

ñëåäóÿ òåîðåìå �àóññà-Îñòðîãðàäñêîãî, ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ïåðâîå ñëà�

ãàåìîå

−
∫

R3\Bρ

gjm(~x)
∂2gjm(~x)

∂x2k
d3x =

∫

R3\Bρ

∣

∣

∂gjm(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x+

∫

∂Bρ

gjm(~x)∂kg
j
m(~x) d

2σk,

çäåñü d2~σ � ýòî âåêòîð, íîðìàëüíûé ê ïîâåðõíîñòè ∂Bρ øàðà Bρ ñ öåíòðîì â

íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîëàãàÿ ~x = ~x(ρ,Ω) è d2~σ = ~xρd2Ω, ãäå Ω � ýòî, êàê è ðàíåå,

òî÷êà íà åäèíè÷íîé ñ�åðå S
2
, èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

èíòåãðàë ïî åäèíè÷íîé ñ�åðå

∫

∂Bρ

gjm(~x)∂kg
j
m(~x) d

2σk =

∫

S2

gjm(~x)|x|xk∂kgjm(~x) d2Ω
∣

∣

|x|=ρ
. (3.23)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (3.19) â ïðîèçâîäíóþ xk∂k~gm

xk∂k~gm = xk∂k
((v1m

r

)′~Υ1m +
√
2
v1m
r2

~Ψ1m

)

=

=
(v1m
r

)′′
r~Υlm +

√
2
(v1m
r2

)′
r~Ψlm.

Ïåðåìíîæàÿ ïîëó÷åííóþ �îðìóëó äëÿ xk∂k~gm è ~gm ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðà�

æåíèå äëÿ èíòåãðàëà (3.23)

∫

S2

gjm(~x)|x|xk∂kgjm(~x) d2Ω
∣

∣

|x|=ρ
=

(( v̄1m
r

)′(v1m
r

)′′
r2 + 2v̄1m

(v1m
r2

)′)∣
∣

r=ρ
. (3.24)

Òåïåðü íàïèøåì ðàçëîæåíèå �óíêöèè v(r) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëÿ

v(r) = v′(0)r + v′′(0)
r2

2
+O(r3), v′(r) = v′′(0)r +O(r2), ρ→ 0,
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ïîäñòàâèì â íåãî ãðàíè÷íîå óñëîâèå èç (2.18) è âû÷èñëèì ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëî�

æåíèÿ äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ñëàãàåìûõ â (3.24)

( v̄

r

)′(v

r

)′′
r2 =

(

v̄′(0) + v̄′′(0)r +O(r2)
)′(
v′(0) + v′′(0)r +O(r2)

)′′
r2 =

= O(r2)

v̄
( v

r2
)′
=

(

v̄′(0)r + v̄′′(0)
r2

2
+O(r3)

)(v′(0)r + v′′(0)r
2

2

r2
+O(r)

)′
=

=
(

v̄′(0)r + v̄′′(0)
r2

2
+O(r3)

)(

−v
′(0)

r2
+O(1)

)

=

= −
(1

r
+

2

3
κ
)

|v′(0)|2 +O(r),

( v̄

r

)′(v

r

)′
r2 =

(

v̄′(0) + v̄′′(0)r +O(r2)
)′(
v′(0) + v′′(0)r +O(r2)

)′
r2 = O(r2),

v̄v

r2
=

1

r2
(

v̄′(0)r + v̄′′(0)
r2

2
+O(r3)

)(

v′(0)r + v′′(0)
r2

2
+O(r3)

)

=

= |v′(0)|2 + r|v′(0)v′′(0)|+O(r2) =
(

1 +
4

3
rκ

)

|v′(0)|2 +O(r2).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåãðàëà ïî ñ�åðå (3.24) ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà

∫

S2

gjm(~x)|x|xk∂kgjm(~x) d2Ω
∣

∣

|x|=ρ
= −

(2

ρ
+

4

3
κ
)

|v′1m(0)|2 +O(ρ), (3.25)

êîòîðàÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â (3.22) äàåò

Q
‖κ
∆ (~g) = lim

ρ→0

(

∫

R3\Bρ

∣

∣

∂gjm(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x−

(6

ρ
+ 4κ

)

|v′1m(0)|2
)

.

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñ èíòåãðàëîì ïî ñ�åðå îò êâàäðàòà ìîäóëÿ ~gm

∫

∂Bρ

|~gm(~x)|2 d2s =
∫

∂Bρ

∣

∣

(v1m
r

)′~Υ1m +
√
2
v1m
r2

~Ψ1m

∣

∣

2
d2s =

= r2
(

( v̄1m
r

)′(v1m
r

)′
+ 2

|v1m|2
r4

)

∣

∣

r=ρ
=

(

2 +
8

3
ρκ

)

|v′1m(0)|2 +O(ρ2), (3.26)

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ïðåäåë äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî äîïîëíåíèþ ê

øàðó Bρ è åãî ïîâåðõíîñòè

Q
‖κ
∆ (~gm) = lim

ρ→0

(

∫

R3\Bρ

∣

∣

∂gjm(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x−

(3

ρ
− 2κ

)

∫

∂Bρ

|~gm(~x)|2 d2s
)

. (3.27)
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Èç îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðíûõ ñ�åðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ñëåäóåò, ÷òî âñå �îð�

ìóëû â ïðîäåëàííûõ âû÷èñëåíèÿõ îñòàþòñÿ âåðíûìè äëÿ ëþáûõ ïðîäîëüíûõ

�óíêöèé ~g(~x), òî åñòü �óíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (1.19). Âûðàæåíèå (3.27)

îòëè÷àåòñÿ îò (3.15) êîý��èöèåíòàìè âî âòîðîì ñëàãàåìîì, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî

ñâÿçàíî ñ âûáîðîì ïîäïðîñòðàíñòâ, íà êîòîðûõ çàäàíû ðàññìàòðèâàåìûå êâàä�

ðàòè÷íûå �îðìû.

3.4.1. Äðóãàÿ �îðìóëà äëÿ ðàñøèðåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû íà

ïðîäîëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâå

Êàê è â ïîïåðå÷íîì ñëó÷àå, �îðìóëà (3.27), ïîëó÷åííàÿ âûøå äëÿ ñ�å�

ðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷íîé �îðìû Q
‖
∆, îáëàäàåò ñóùå�

ñòâåííûì íåäîñòàòêîì: îíà ñîäåðæèò ïðåäåë èíòåãðàëà ïî ðàñøèðÿþùåéñÿ îá�

ëàñòè îò âûðàæåíèÿ, íå èíòåãðèðóåìîãî ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

ïðåäñòàâèòü �îðìó Q
‖κ
∆ â âèäå èíòåãðàëà ïî òðåõìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó R3

ìîæ�

íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåõíèêîé, îïèñàííîé â ïðåäûäóùåé ÷àñòè. Â êâàäðàòè÷íîé

�îðìå îò ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ

Q
‖κ
∆ (~g) =

∫

R3

( 3

x2
∣

∣

∂|x|~g(~x)
∂xk

∣

∣

2 − 2
∣

∣

∂~g(~x)

∂xk

∣

∣

2
)

d3x+

+ lim
ρ→0

2κ

∫

∂Bρ

|~g(~x)|2 d2σ (3.28)

âñå ïðåäåëû è èíòåãðàëû êîíå÷íû äëÿ ïðîäîëüíûõ �óíêöèé ~g(~x), ïðåäñòàâè�

ìûõ â âèäå (3.19). Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ òàêèõ �óíêöèé çíà÷åíèÿ �îðì (3.27) è

(3.28) ñîâïàäàþò. Äëÿ ýòîãî çàìåíèì èíòåãðàë â ïåðâîé ñòðîêå (3.28) íà ïðåäåë

èíòåãðàëîâ ïî ðàñøèðÿþùèìñÿ îáëàñòÿì (äîïîëíåíèÿì ê øàðàì Bρ)

∫

R3

( 3

x2
∣

∣

∂|x|gjm(~x)
∂xk

∣

∣

2 − 2
∣

∣

∂gjm(~x)

∂xk

∣

∣

2
)

d3x =

= lim
ρ→0

(

3

∫

R3\Bρ

1

x2
∣

∣

∂|x|gjm(~x)
∂xk

∣

∣

2
d3x− 2

∫

R3\Bρ

∣

∣

∂gjm(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x

)
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è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì ïåðâîå ñëàãàåìîå

∫

R3\Bρ

( ∂

∂xk
|x|gjm(~x)

) 1

x2
( ∂

∂xk
|x|gjm(~x)

)

d3x =

= −
∫

R3\Bρ

gjm(~x)|x|
∂

∂xk

1

x2
( ∂

∂xk
|x|gjm(~x)

)

d3x−

−
∫

∂Bρ

gjm(~x)

|x|
∂

∂xk
|x|gjm(x) d2σk =

= −
∫

R3\Bρ

gjm(~x)
∂2

∂x2k
gjm(~x) d

3x−
∫

S2

gjm(~x)xk∂k|x|gjm(x) d2Ω
∣

∣

|x|=ρ
.

Äëÿ ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà r = |x|, ïðîâåäåì ñëåäóþùèå

âû÷èñëåíèÿ

xk∂k|x|~gm = xk∂k
((

v′1m − v1m
r

)

~Υ1m +
√
2
v1m
r
~Ψ1m

)

=

=
(

v′′1mr − v′1m +
v1m
r

)

~Υlm +
√
2
(v1m
r

)′
r~Ψlm,

êîòîðûå ïðèâîäÿò ê îöåíêå

∫

S2

gjm(~x)xk∂k|x|gjm(x) d2Ω
∣

∣

|x|=ρ
=

=
( v̄1m
r

)′(
v′′1mr − v′1m +

v1m
r

)∣

∣

r=ρ
+ 2

v̄1m
r

(v1m
r

)′∣
∣

r=ρ
=

=
1

4
|v′′1m|2ρ+ v̄′1m(0)v

′′
1m(0) +O(ρ) =

4

3
κ|v′1m(0)|2 +O(ρ).

Äàëåå, ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (3.22)

Q
‖κ
∆ (~g) = − lim

ρ→0

(

∫

R3\Bρ

gjm(~x)
∂2gjm(~x)

∂x2k
d3x+

(4

ρ
+

8

3
κ
)

|v′1m(0)|2
)

è îöåíêàìè ïðåäûäóùåé ÷àñòè (3.25), (3.26),

∫

S2

gjm(~x)|x|xk∂kgjm(x) d2Ω
∣

∣

|x|=ρ
= −

(2

ρ
+

4

3
κ
)

|v′1m(0)|2 +O(ρ)

∫

∂Bρ

|~gm(~x)|2d2σ = 2|v′1m(0)|2 +O(ρ),
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ïîëó÷àåì

lim
ρ→0

(

3

∫

R3\Bρ

1

x2
∣

∣

∂|x|gjm(~x)
∂xk

∣

∣

2
d3x− 2

∫

R3\Bρ

∣

∣

∂gjm(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x

)

=

= − lim
ρ→0

(

∫

R3\Bρ

gjm(~x)
∂2

∂x2k
gjm(~x) d

3x +
(

4κ+
8

3
κ+

4

ρ

)

|v′1m(0)|2
)

=

=Q
‖κ
∆ (~gm)− 4κ|v′1m(0)|2 = Q

‖κ
∆ (~gm)− lim

ρ→0
2κ

∫

∂Bρ

|~g(~x)|2 d2σ,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó (3.28).

3.5. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà

ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿõ

Ôîðìóëû (3.15) è (3.27) äëÿ ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ðàñøèðåíèé êâàä�

ðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïîïåðå÷íîì è ïðîäîëüíîì ïîäïðîñòðàí�

ñòâàõ âûãëÿäÿò î÷åíü ïîõîæå è îòëè÷àþòñÿ ëèøü êîý��èöèåíòàìè. Äàííîå îá�

ñòîÿòåëüñòâî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ñèììåòðèè ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ïîäïðîñòðàí�

ñòâàìè. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì âåêòîðíóþ �óíêöèþ

~h(~x), ïàðàìåòðèçîâàí�

íóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì

~hwlm
= l̂

(

z(
w′

lm

r
− wlm

r2
) +

wlm

r2
)

~Υlm +
(

l̂2
zwlm

r2
+
w′

lm

r

)

~Ψlm, (3.29)

ãäå z � ýòî êîìïëåêñíîå ÷èñëî, à wlm � ïàðàìåòðèçóþùèå �óíêöèè èç ïðî�

ñòðàíñòâ H
l
. Òîãäà ïðè z = 0 âåêòîð ~h(~x) ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì, à ïðè z = ∞

âåêòîð z−1~h(~x) ïðèíàäëåæèò ïðîäîëüíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó. Â òî æå âðåìÿ,

äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà

~h(~x), â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (1.36), (1.37),

ñâîäèòñÿ ê äåéñòâèþ îïåðàòîðîâ Tl íà wlm

∆~hwlm
= l̂

(

z(
(Tlwlm)

′

r
− Tlwlm

r2
)+

Tlwlm

r2
)

~Υlm+
(

l̂2
zTlwlm

r2
+
(Tlwlm)

′

r

)

~Ψlm = ~hTlwlm
,
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à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èç òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èíäóöèðóåò äåéñòâèå

ñêîáêè (1.32) íà wlm

(

~hwlm
,~hwlm

)

= (1 + l̂2|z|2)〈wlm, wlm〉l.

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ëèíåéíîì ïîäïðî�

ñòðàíñòâå âåêòîðîâ âèäà

~hwlm
ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòè÷íîé �îðìå îïåðàòîðîâ Tl â

ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (1.32)

(

~hwlm
,∆~hwlm

)

R3
= (1 + l̂2|z|2)〈wlm, Tlwlm〉l.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �îðìû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ, îòâå÷àþùèì îðáèòàëüíîìó ìî�

ìåíòó l = 1, ìîãóò áûòü ðàñøèðåíû ïîñðåäñòâîì ðàñøèðåíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ

îïåðàòîðîâ T1 äî ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ T
κ
1 , îïèñàííûõ â (2.19). Â ðàáîòå

[27℄ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äåéñòâèå ðàñøèðåííûõ îïèñàííûì ñïîñîáîì êâàäðàòè÷�

íûõ �îðì, ïåðåíåñåííîå íà âåêòîðû (3.29), âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

Qκ
∆(
~h) = lim

ρ→0

(

∫

R3\Bρ

∣

∣

∂~h(~x)

∂xk

∣

∣

2
d3x−

(α

ρ
− βκ

)

∫

∂Bρ

|~h(~x)|2 d2s
)

,

ãäå êîý��èöèåíòû α è β ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè �óíêöèÿìè ïàðàìåòðà z

α(z) =
12|z|2 + 2(z + z̄) + 5

4|z|2 + 2(z + z̄) + 3
,

β(z) =
4

3

24|z|4 + 36|z|2(z + z̄) + 4(z + z̄)2 + 38|z|2 + 16(z + z̄) + 11

(4|z|2 + 2(z + z̄) + 3)2
.

Òàêîé âèä êîý��èöèåíòîâ íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü èõ âîçìîæíûõ

çíà÷åíèé. Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà ïàðàìåòð z ïðîáåãàåò âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñ�

êîñòü, êîý��èöèåíò α(z) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ÷èñëîì, êîòîðîå ìåíÿåòñÿ â

äèàïàçîíå

3−
√
2 ≤ α(z) ≤ 3 +

√
2.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî òî÷êà α = 1, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìå (3.2)

íå ïîïàäàåò â ýòîò äèàïàçîí, òî åñòü ðàñøèðåíèÿ (3.2) è ðàñøèðåíèÿ, ïîñòðî�

åííûå â äàííîé ãëàâå, ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèìèñÿ ðàñøèðåíèÿìè

êâàäðàòè÷íîé �îðìû âåêòîðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà.
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Ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ âèäà (3.29), â îòëè÷èå îò ïðîäîëüíîãî (1.19)

è ïîïåðå÷íîãî (1.20) ïîäïðîñòðàíñòâ, îïèñûâàþòñÿ ñëîæíûìè óñëîâèÿìè êà�

ëèáðîâêè, è, êàê ñëåäñòâèå, íå ïðåäñòàâëÿþò ñóùåñòâåííîãî èíòåðåñà ñ òî÷êè

çðåíèÿ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû íå áóäåì ïî�

äðîáíî îïèñûâàòü èõ ñâîéñòâà, à îñòàíîâèìñÿ íà ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ñâåäå�

íèÿõ.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè áûëî ðàññìîòðåíî äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïîïåðå÷�

íîì è ïðîäîëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâàõ ïðîñòðàíñòâà âåêòîðíûõ �óíêöèé òðåõ

ïåðåìåííûõ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

1. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â îïðåäåëåííîé ïàðàìåòðèçàöèè ïîïåðå÷íîãî è ïðî�

äîëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâ èíäóöèðîâàííûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è ðà�

äèàëüíûå ÷àñòè îïåðàòîðà Ëàïëàñà çàäàþòñÿ îäíèìè è òåìè æå äè��å�

ðåíöèàëüíûìè îïåðàöèÿìè (äëÿ ïîïåðå÷íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ýòî ñâîé�

ñòâî îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ïîëîâèíå ïàðàìåòðèçóþùèõ ðàäèàëüíûõ �óíê�

öèé).

2. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ïîäïðîñòðàíñòâàõ ñ îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l = 1

ðàäèàëüíûå ÷àñòè îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ �óíêöèé,

áûñòðî óáûâàþùèõ â íà÷àëå êîîðäèíàò, â èíäóöèðîâàííîì ñêàëÿðíîì ïðî�

èçâåäåíèè ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè ñ èíäåêñàìè äå�åêòà

(1,1). Áûëè ïîñòðîåíû ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ, èõ

ðåçîëüâåíòû è ñïåêòðàëüíûå ðàçëîæåíèÿ.

3. Áûëè ïîñòðîåíû âûðàæåíèÿ äëÿ çàìêíóòûõ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ

ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷íîé �îðìû îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïîïåðå÷íîì è

ïðîäîëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâàõ, ñâÿçàííûå ñ óêàçàííûìè âûøå ñàìîñîïðÿ�

æåííûìè ðàñøèðåíèÿìè ðàäèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïî

äâóì íàïðàâëåíèÿì:

1. Ïðîâåñòè ïðèâåäåííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå âû÷èñëåíèÿ äëÿ äåéñòâèÿ îïå�

ðàòîðà Ëàïëàñà íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ (ïîäìíîãîîáðàçèÿõ) áîëåå îáùåãî

âèäà, òî åñòü íå òîëüêî äëÿ ïðîäîëüíîãî, ïîïåðå÷íîãî ïîäïðîñòðàíñòâ è

èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé.
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2. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû îïèðàþòñÿ íà áàçèñ âåê�

òîðíûõ ñ�åðè÷åñêèõ ãàðìîíèê, ñâÿçàííûé ñî ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèåé è

âûäåëåííîé òî÷êîé, ñ ïîìîùüþ ðåçîëüâåíòíîé òåõíèêè è òåîðèè Êðåé�

íà ìîæíî ïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü ñàìîñîïðÿæåííûå ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðà

Ëàïëàñà íà ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì ïîäïðîñòðàíñòâàõ, ñâÿçàííûå ñ îñî�

áåííîñòÿìè â äâóõ è áîëåå âûäåëåííûõ òî÷êàõ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåõíèêà ïîñòðîåíèÿ ðàñøèðåíèé êâàäðàòè÷íûõ �îðì

äëÿ ïðîñòðàíñòâà ñêàëÿðíûõ �óíêöèé áûëà ïðåäëîæåíà àâòîðîì â ðàáî�

òå [45℄.
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