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Введение

Комбинаторика слов, относительно молодая и активно развивающаяся дисци-
плина, возникшая на рубеже XIX и XX веков, представляет собой важное
направление на стыке современной дискретной математики и теоретических
компьютерных наук, изучающее свойства символьных последовательностей
(слов). Методы и результаты, разработанные и полученные в комбинатори-
ке слов, широко применимы во многих областях, например, в теории групп,
теории кодирования, теории игр, биоинформатике, сжатии данных.

Одним из основных объектов исследований в комбинаторике слов явля-
ются бесповторные языки — множества слов, не содержащих внутри се-
бя повторяющихся фрагментов, или, как говорят, избегающих определённые
структурные элементы. Норвежский математик Аксель Туэ в начале XX ве-
ка занимался конструированием и изучением нескольких конкретных беспо-
вторных языков, и принято считать, что именно с этих работ комбинаторика
слов берёт своё начало как самостоятельная дисциплина. Туэ рассматривал,
например, бескубный язык над двухбуквенным (бинарным) алфавитом и бес-
квадратный язык над трёхбуквенным (тернарным) алфавитом — эти языки
состоят из слов, не содержащих трёх и двух идущих подряд одинаковых
фрагментов, соответственно, — и получил ряд нетривиальных результатов,
касающихся, в первую очередь, вопроса о конечности или бесконечности того
или иного языка. Со времён Туэ тема бесповторных языков получила весьма
широкое развитие во многих направлениях: было обобщено понятие степени,
изучены алфавиты большей мощности, обобщено понятие избегаемости с про-
стых повторов до шаблонов, абелевых степеней и т.д., получены результаты о
комбинаторной сложности бесповторных языков, рассмотрены бесповторные
слова с дополнительными ограничениями. Тем не менее, в отношении язы-
ков, рассмотренных Туэ, до сих пор остаётся множество открытых проблем.
Некоторые из них решены в данной диссертации.

Любой бесповторный язык является факториальным, то есть замкнутым
относительно операции взятия подслова. На множестве слов факториального
языка можно ввести три естественных отношения: «быть префиксом», «быть
суффиксом», «быть подсловом», относительно которых это множество частич-
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ВВЕДЕНИЕ 4

но упорядочено, и диаграммы этих частично упорядоченных множеств (ч.у.м.)
в первых двух случаях представляют собой деревья, в третьем — ацикличе-
ский граф более общего вида. Изучение структуры таких ч.у.м. оказывается
очень интересной темой в исследовании бесповторных языков, проливающей
свет на их внутреннее устройство. Среди задач в этом направлении можно
назвать вопросы об изоморфизме поддеревьев, порождённых двумя данны-
ми словами в дереве префиксного (суффиксного) порядка, о существовании
поддеревьев или подграфов произвольной конечной высоты, о частоте и регу-
лярности ветвления деревьев префиксного (суффиксного) порядка и другие.
Основная часть диссертации посвящена проблемам, связанным со структурой
ч.у.м. слов бинарного бескубного языка и тернарного бесквадратного языка.

Предварительные сведения

В данном разделе приведены определения, понятия и утверждения, использу-
емые внутри диссертации. Систематическое изложение основ комбинаторики
слов см., например, в [40,41].

Алфавитом называется непустое конечное или счётное множество, эле-
менты которого — буквы или символы. Произвольная последовательность
символов над алфавитом называется словом. Для обозначения слов в дис-
сертации используются строчные буквы из конца латинского алфавита —
𝑠, 𝑡, 𝑣, 𝑤, 𝑢 с индексами или без, для обозначения букв в качестве перемен-
ных — 𝑥, 𝑦, 𝑧. Некоторые конкретные слова имеют собственные обозначения.

Мы рассматриваем конечные и бесконечные слова и языки над основными
алфавитами Σ2 = {𝑎, 𝑏} (бинарный), Σ3 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} (тернарный) и некоторы-
ми вспомогательными алфавитами. Если одна из букв бинарного алфавита
обозначена как 𝑥, то под 𝑥̄ будем подразумевать другую букву. Бесконечные
вправо слова называются 𝜔-словами, бесконечные влево — 𝜔*-словами. Сло-
во, не содержащее букв, или пустое слово, обозначается как 𝜆. Множество
всех слов над алфавитом Σ вместе с 𝜆 образует свободный моноид, обознача-
емый как Σ*, множество всех непустых слов образует свободную полугруппу
Σ+. Произвольное подмножество Σ* называется языком над Σ.

Длина слова 𝑤 — это количество содержащихся в нём букв, обозначает-
ся как |𝑤|. Слово 𝑤 также рассматривается как функция из множества его
позиций во множество букв алфавита, 𝑤[𝑖], где 𝑖 ∈ {1, . . . , |𝑤|} — буква, на-
ходящаяся в 𝑖-й позиции слова 𝑤. Реверс 𝑤 – это слово ←−𝑤 = 𝑤[|𝑤|] · · ·𝑤[1].
Слово 𝑤 называется палиндромом, если оно совпадает со своим реверсом.

Слово 𝑣 называется подсловом 𝑤 (или, говорят, 𝑤 содержит 𝑣, обознача-
ется 𝑣 6 𝑤), если 𝑤 = 𝑝𝑣𝑠 для некоторых слов 𝑝, 𝑠. Причём 𝑣 является:

- собственным подсловом 𝑤 (обозначается 𝑣 < 𝑤), если 𝑝, 𝑠 ̸= 𝜆;
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- префиксом 𝑤, если 𝑝 = 𝜆;

- собственным префиксом 𝑤, если 𝑝 = 𝜆, 𝑠 ̸= 𝜆;

- суффиксом 𝑤, если 𝑠 = 𝜆;

- собственным суффиксом 𝑤, если 𝑠 = 𝜆, 𝑝 ̸= 𝜆.

Для удобства подслово 𝑤, начинающееся в позиции 𝑖 и заканчивающееся в
позиции 𝑗, будем обозначать как 𝑤[𝑖..𝑗].

Слова 𝑢 и 𝑣 называются сопряжёнными, если найдутся слова 𝑝 и 𝑠 та-
кие, что 𝑢 = 𝑝𝑠 и 𝑣 = 𝑠𝑝. Сопряжённость — отношение эквивалентности, то
есть все слова разбиваются на классы сопряжённости. Если линейный по-
рядок на позициях слова 𝑢 заменить циклическим так, что последняя буква
предшествует первой (иначе говоря, соединить концы слова 𝑢), то получит-
ся циклическая последовательность букв, называемая циклическим словом и
обозначаемая как (𝑢). Циклические слова находятся в биективном соответ-
ствии с классами сопряжённости. Подсловами циклического слова (𝑢) явля-
ются обычные слова длины 6 |𝑢|, включая слово 𝑢 и сопряжённые с ним.

Бесповторные слова и языки, избегаемость

Натуральное число 𝑝 6 |𝑤| называется периодом слова 𝑤, если 𝑤[𝑖] = 𝑤[𝑖+ 𝑝]
для всех 𝑖 ∈ {1, . . . |𝑤| − 𝑝}. Минимальный период слова 𝑤 обозначается как
per(𝑤). Слово называется периодическим, если оно имеет нетривиальные пе-
риоды (не равные длине слова). Экспонента слова — это отношение длины
этого слова к его минимальному периоду: exp(𝑤) = |𝑤|/ per(𝑤). Из опреде-
ления видно, что целую экспоненту имеют в точности слова, являющиеся
целыми степенями других слов. Таким образом, экспонента является обобще-
нием понятия степени на нецелые показатели. Локальной экспонентой слова
будем называть число lexp(𝑤) = sup{exp(𝑣)|𝑣 6 𝑤}. Локальная экспонента ха-
рактеризует степень повторяемости фрагментов внутри слова. Локальные экс-
поненты бесконечных слов также называют критическими экспонентами; в
этом случае супремум в определении может не достигаться. Слова экспонен-
ты 2 называются квадратами, экспоненты 3 — кубами. Квадраты с периодом
длины 𝑝 будем называть 𝑝-квадратами. Минимальный квадрат — квадрат,
не содержащий более коротких квадратов в качестве подслов. Для слов над
алфавитом Σ3 справедлива следующая

Теорема 1 ( [19,75]) Над тернарным алфавитом существуют минималь-
ные квадраты с любым периодом, кроме 5, 7, 9, 10, 14, 17.

Периодические слова обладают свойством взаимодействия периодов:
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Теорема 2 ( [27]) Если слово 𝑢 имеет периоды 𝑝 и 𝑞, и |𝑢| > 𝑝 + 𝑞 − (𝑝, 𝑞),
то 𝑢 имеет период (𝑝, 𝑞).

Слово 𝑤 𝛽-свободно [𝛽+-свободно], если lexp(𝑤) < 𝛽 [соответственно,
lexp(𝑤) 6 𝛽]. Говорят также, что слово избегает степень 𝛽 [соответственно,
𝛽+]. Язык называется бесповторным, если он состоит из слов, избегающих
некоторую фиксированную экспоненту 𝛽 или 𝛽+. Экспонента 𝛽 называет-
ся 𝑘-избегаемой [𝑘-неизбежной], если существует 𝜔-слово над 𝑘-буквенным
алфавитом, избегающее 𝛽 [соответственно, множество слов над 𝑘-буквенным
алфавитом, избегающих 𝛽, конечно]. Основные бесповторные языки, рассмат-
риваемые в данной диссертации:

- избегающий экспоненту 2 над тернарным алфавитом, или тернарный
бесквадратный язык (обозначается как SF, от англ. “square-free“);

- избегающий экспоненту 3 над бинарным алфавитом, или бинарный бес-
кубный язык (обозначается как CF, от англ. “cube-free“);

- избегающий экспоненту 2+ над бинарным алфавитом, или бинарный
сильно бескубный язык (обозначается как OF, от англ. “overlap-free“).

Морфизм называется равноблочным, если образы всех букв под его дей-
ствием имеют одинаковую длину. Морфизм ℎ : Σ* → Σ* называется нестира-
ющим, если ℎ(𝑥) ̸= 𝜆 для любого 𝑥 ∈ Σ. Если слово 𝑤 не содержит подслов
вида ℎ(𝑢), где ℎ — нестирающий морфизм, то говорят, что 𝑤 избегает шаб-
лон 𝑢. Шаблон 𝑢 называется 𝑘-избегаемым [𝑘-неизбежным], если существует
бесконечное слово над 𝑘-буквенным алфавитом, избегающее 𝑢 [существует
лишь конечное множество слов над 𝑘-буквенным алфавитом, избегающих 𝑢,
соответственно]1. Мы также будем рассматривать шаблоны специального ви-
да. Будем говорить, что слово 𝑤 над 𝑘-арным алфавитом избегает буквенный
шаблон 𝑢, если 𝑢 — слово над 𝑘-арным алфавитом переменных Σ𝑘 и 𝑤 не
содержит подслов вида ℎ(𝑢), где для любого 𝑥 ∈ Σ𝑘 |ℎ(𝑥)| = 1 и для лю-
бых 𝑥, 𝑦 ∈ Σ𝑘 (𝑥 ̸= 𝑦) ⇒ (ℎ(𝑥) ̸= ℎ(𝑦)). Например для алфавита переменных
{𝑥, 𝑦, 𝑧} слово 𝑤 ∈ Σ3 избегает шаблон 𝑥𝑦𝑧, если оно не содержит следующих
подслов: 𝑎𝑏𝑐, 𝑏𝑐𝑎, 𝑐𝑎𝑏, 𝑐𝑏𝑎, 𝑎𝑐𝑏, 𝑏𝑎𝑐.

Некоторые известные последовательности

Рассмотрим определения нескольких известных последовательностей, кото-
рые активно используются в конструкциях для доказательства основных ре-
зультатов диссертации.

1Легко проверить, что условия «существует бесконечное слово» и «существует бесконечно
много слов» эквивалентны ввиду замкнутости относительно подслов и конечности алфавита.
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1. Слова Туэ–Морса
Морфизм Туэ–Морса 𝜃 над Σ+

2 определяется следующими формулами:
𝜃(𝑎) = 𝑎𝑏, 𝜃(𝑏) = 𝑏𝑎. Слова

T𝑎
𝑛 = 𝜃𝑛(𝑎), T𝑏

𝑛 = 𝜃𝑛(𝑏) (𝑛 > 0)

называются блоками Туэ–Морса или просто 𝑛-блоками. Из определения сле-
дует, что T𝑥

𝑛+1 = T𝑥
𝑛T

𝑥̄
𝑛. Значит, последовательности {T𝑎

𝑛} и {T𝑏
𝑛} имеют «пре-

делы» — бесконечные вправо слова Туэ–Морса T𝑎
∞ и T𝑏

∞, соответственно.
Также мы рассматриваем их реверсы (будем обозначать как 𝑎

∞T и 𝑏
∞T). Язык

Туэ–Морса TM состоит из слов Туэ–Морса и всех их подслов. Заметим,
что любое слово из TM может быть записано в виде 𝑤 = 𝑥𝑢1 · · ·𝑢𝑛𝑦, где
𝑥, 𝑦 ∈ Σ2 ∪ {𝜆}, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛 ∈ {𝑏𝑎, 𝑎𝑏}. Известно [80], что TM ⊂ OF.

2. Слова Аршона
Рассмотрим подстановки 𝛼𝑜 («нечётная») и 𝛼𝑒 («чётная») над алфавитом

Σ3:
𝛼𝑜 : 𝑎→ 𝑎𝑏𝑐, 𝑏→ 𝑏𝑐𝑎, 𝑐→ 𝑐𝑎𝑏, 𝛼𝑒 : 𝑎→ 𝑐𝑏𝑎, 𝑏→ 𝑎𝑐𝑏, 𝑐→ 𝑏𝑎𝑐 (1)

Эти подстановки могут быть продолжены до функции 𝛼 : Σ*
3 → Σ*

3 следую-
щим образом. Чтобы получить образ слова 𝑤, мы применяем подстановки (1)
к каждой букве 𝑤[𝑖]; если 𝑖 нечётно [чётно], то используется нечётная [со-
ответственно, чётная] подстановка. Из определения следует, что слово 𝛼𝑘(𝑎)
является префиксом слова 𝛼𝑘+1(𝑎) для любого 𝑘 > 0. Следовательно, можно
говорить о «предельном» 𝜔-слове

A = 𝛼∞(𝑎) = 𝑎𝑏𝑐 𝑎𝑐𝑏 𝑐𝑎𝑏 𝑐𝑏𝑎 𝑐𝑎𝑏 𝑎𝑐𝑏 𝑐𝑎𝑏 𝑐𝑏𝑎 𝑏𝑐𝑎 . . . .

Это слово называется словом Аршона (впервые было определено в [1]). Будем
также рассматривать реверс

←−
A слова A. Слово A бесквадратно [1] и, более

того, (7/4)+-свободно [2]. Подслова слова A называются подсловами Аршона.

3. Слова Фибоначчи
Морфизм Фибоначчи 𝜙 : Σ2 → Σ2 определяется равенствами 𝜙(𝑎) =

𝑎𝑏, 𝜙(𝑏) = 𝑎. Итерация этого морфизма по букве 𝑏 порождает слова Фибо-
наччи: F−1 = 𝑏,F0 = 𝑎,F1 = 𝑎𝑏,F2 = 𝑎𝑏𝑎,F3 = 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏,F4 = 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎 и т.д.
Так как F𝑛 является префиксом F𝑛+1 для любого 𝑛 ∈ N, можно рассмотреть
бесконечное слово F = lim𝑛→∞{F𝑛}, которое является неподвижной точкой
морфизма 𝜙. Мы называем F 𝜔-словом Фибоначчи, чтобы отличать его от
конечных слов Фибоначчи (заметим, что в монографии [41] термин «слово
Фибоначчи» используется только для бесконечного слова). Термин объясня-
ется тем, что слова Фибоначчи удовлетворяют рекуррентному соотношению
F𝑛 = F𝑛−1F𝑛−2, в частности, их длины являются числами Фибоначчи. Слово F
принадлежит к знаменитому классу слов Штурма, см. например [41, Ch. 2].
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Порядки в бесповторных языках и предмаксимальные слова

На множестве слов бесповторного языка 𝐿 естественным образом вводятся
следующие отношения порядка:

1. 𝑢 6𝑝 𝑣, если 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿 и существует слово 𝑠 такое, что 𝑢𝑠 = 𝑣 (префикс-
ный порядок);

2. 𝑢 6𝑠 𝑣, если 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿 и существует слово 𝑝 такое, что 𝑝𝑢 = 𝑣 (суффикс-
ный порядок);

3. 𝑢 6 𝑣, если 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿 и существуют слова 𝑝 и 𝑠 такие, что 𝑝𝑢𝑠 = 𝑣
(подсловный порядок).

Относительно введённых порядков множество слов 𝐿 образует ч.у.м. В
случае префиксного и суффиксного порядков диаграммы таких ч.у.м. пред-
ставляют собой деревья (префиксное и суффиксное, соответственно), причём
для каждого бесповторного языка префиксное и суффиксное деревья изо-
морфны ввиду замкнутости языка относительно реверса. В случае подслов-
ного порядка диаграмма ч.у.м. является ациклическим графом более общего
вида. Рёбра в нём можно разделить на два вида: 𝑤 𝑥→ 𝑤𝑥 (префиксные) и
𝑤

𝑥→ 𝑥𝑤 (суффиксные).

Пример 1

aba

caba abac

acaba bcaba cabac abaca abacb

c| |c

|a |bc|a|
b|

|c

♣♣♣

♣♣♣ ♣♣♣ ♣♣♣ ♣♣♣ ♣♣♣

Рис. 1: Фрагмент диаграммы ч.у.м. слов языка SF в случае подсловного порядка

Поддерево префиксного или суффиксного дерева, порождённое некото-
рой вершиной 𝑣, — это дерево с корнем в 𝑣, содержащее всех потомков 𝑣 из
исходного дерева. Будем говорить, что поддерево префиксного или суффикс-
ного дерева бесповторного языка имеет индекс 𝑛, если метка корня этого
поддерева — слово длины 𝑛.

Пусть 𝐿 — язык над Σ и 𝑤 ∈ 𝐿. Слово 𝑢 ∈ Σ* такое, что 𝑢𝑤 ∈ 𝐿, назы-
вается левым контекстом 𝑤 в 𝐿. В случае, когда 𝐿 — факториальный язык,
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фиксированным левым контекстом слова 𝑤 называется такое слово 𝑣, что
поддерево, порождённое узлом с меткой 𝑤 в дереве суффиксного порядка,
содержит узел 𝑣𝑤 и на пути от 𝑤 к 𝑤𝑣 все узлы имеют ровно одного потомка.
Слово 𝑤 называется максимальным слева [предмаксимальным слева], если
оно не имеет левых контекстов [соответственно, имеет конечное число левых
контекстов]. Уровнем предмаксимального слева слова 𝑤 называется длина его
самого длинного левого контекста (или высота поддерева, порождённого сло-
вом 𝑤 в дереве суффиксного порядка на 𝐿). Таким образом, у максимального
слова уровень 0. Понятия предмаксимального справа и максимального справа
слова определяются симметрично. Говорят, что слово предмаксимально, если
оно предмаксимально и слева, и справа. Уровнем предмаксимального слова 𝑤
называется пара (𝑛, 𝑘) ∈ N2

0 такая, что 𝑛 и 𝑘 – длины самого длинного левого
и самого длинного правого контекстов 𝑤.

Пример 2

∙ 𝑎𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏 — слово с фиксированным левым контекстом 𝑏𝑐 в языке SF;

∙ 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎 — максимальное слово в языке CF;

∙ 𝑐𝑎𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏𝑐𝑏𝑎 — предмаксимальное слева слово уровня 2 в языке
SF;

∙ 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎 — предмаксимальное справа слово уровня 2 в языке CF.

Обзор исследований по теме диссертации

В серии из четырёх работ, опубликованных в период с 1906 по 1914 годы,
Аксель Туэ рассматривал несколько комбинаторных задач, возникших в хо-
де изучения символьных последовательностей. Две из этих работ связаны с
повторами в конечных и бесконечных словах. Из-за того, что эти статьи бы-
ли опубликованы в малоизвестных норвежских журналах, недоступных для
международного математического сообщества, результаты Туэ были никому
не известны до 1950-х годов и были не один раз открыты заново. В [79]
построено бесквадратное 𝜔-слово над Σ3. Там же приводится конструкция
для бесквадратного 𝜔-слова над четырёхбуквенным алфавитом, основанная
на итерации морфизма. В [80] Туэ представил морфизм, ныне известный как
морфизм Туэ–Морса (см. раздел Предварительные сведения) и доказал, что
неподвижные точки этого морфизма — слова 𝑇 𝑎

∞ и 𝑇 𝑏
∞ — не только бескубны,

но и сильно бескубны. Легко видеть, что над бинарным алфавитом квадраты
неизбежны: самое длинное бинарное бесквадратное слово — это 𝑎𝑏𝑎. Поэто-
му для бинарного алфавита слово Туэ–Морса является граничным словом в
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том смысле, что оно избегает минимально возможную степень. О таких гра-
ничных словах для бо́льших алфавитов будет сказано ниже. Последователь-
ность Туэ–Морса позже появлялась в других работах, авторы которых были
не знакомы с результатами Туэ, например, у Морса [46] и у Аршона [1].
В статье [1] также приводится конструкция для построения тернарного сло-
ва Аршона и доказывается, что это слово является бесквадратным. Позже
Клепинин и Суханов [2] доказали, что слово Аршона (7/4)+-свободно. Как и
слово Туэ–Морса для бинарного алфавита, слово Аршона является граничным
для тернарного алфавита.

В исследованиях, связанных с бесповторными языками, можно выделить
несколько основных направлений:

∙ бесповторные морфизмы: построение и критерии;

∙ нахождение граничных экспонент (границы повторяемости) для алфа-
витов;

∙ изучение комбинаторной сложности языков;

∙ изучение бесповторных слов с дополнительными ограничениями;

∙ изучение структуры ч.у.м., образованных словами бесповторных языков.

Рассмотрим подробнее каждое из этих направлений.

Бесповторные морфизмы

Морфизм 𝑓 : Σ+ → Σ+ избегает экспоненту 𝛽, если из того, что lexp(𝑢) < 𝛽
следует, что lexp(𝑓(𝑢)) < 𝛽 для любого слова 𝑢. Морфизмы, избегающие
экспоненты, называют бесповторными. Такие морфизмы являются самым эф-
фективным способом порождения бесконечных бесповторных последователь-
ностей. Поэтому построение бесповторных морфизмов исторически является
одной из самых первых задач в исследовании бесповторных языков. Ею, в
частности, занимался и Туэ в своих работах. Он доказал, что морфизм Туэ–
Морса является сильно бескубным и, более того, любой сильно бескубный
морфизм построен из блоков Туэ–Морса:

Теорема 3 ( [80]) Для любого сильно бескубного морфизма ℎ над бинар-
ным алфавитом существует 𝑘 ∈ N такое, что либо ℎ(𝑎) = 𝜃𝑘(𝑎), ℎ(𝑏) =
𝜃𝑘(𝑏), либо ℎ(𝑎) = 𝜃𝑘(𝑏), ℎ(𝑏) = 𝜃𝑘(𝑎).

В [79] Туэ построил бесквадратный морфизм для четырёхбуквенного ал-
фавита и затем нашёл условия, при которых произвольный морфизм для четы-
рёхбуквенного алфавита является бесквадратным. В другой работе он сделал
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это для тернарного алфавита. Морфизм ℎ : Σ* → Σ* называется фактор-
свободным, если ∀𝑎, 𝑏 ∈ Σ условие ℎ(𝑎) 6 ℎ(𝑏) влечёт 𝑎 = 𝑏.

Теорема 4 ( [80]) Пусть ℎ : Σ3 → Σ3 — нестирающий фактор-свободный
морфизм. Если для любого трёхбуквенного бесквадратного слова 𝑤 слово
ℎ(𝑤) бесквадратно, то ℎ — бесквадратный морфизм.

В [67] эта теорема доказана для случая алфавитов произвольной мощности.
Наилучшая с точки зрения вычислительной сложности характеризация

бесквадратных морфизмов над произвольными алфавитами даёт следующая
теорема, доказанная Крошмором:

Теорема 5 ( [17]) Пусть ℎ : Σ𝑛 → Σ𝑙 — нестирающий морфизм, 𝑀 =
max𝑎∈Σ𝑛 |ℎ(𝑎)|,𝑚 = min𝑎∈Σ𝑛 |ℎ(𝑎)|, 𝑘 = min(3, 1 + [(𝑀 − 3)/𝑚]). Тогда ℎ —
бесквадратный морфизм тогда и только тогда, когда для любого слова 𝑤
длины не более 𝑘 слово ℎ(𝑤) бесквадратно.

Для автоматизированной проверки морфизмов на бесповторность удобно
иметь некоторый конечный набор слов такой, что если образы всех слов на-
бора не содержат подслов запрещённой степени, то можно заключить, что
образ любого слова под действием морфизма не содержит таких подслов. Та-
кие наборы называются тестовыми множествами морфизмов. Если удаётся
найти множество из одного слова, то это слово называют тестовым словом.

Для случая сильно бескубных морфизмов тестовое слово было предъявле-
но Берстелем и Сиболдом в [11]: морфизм ℎ сильно бескубен тогда и только
тогда, когда ℎ(𝑇 𝑎

4 ) сильно бескубно. Этот результат был усилен в [63], где
было доказано, что слово 𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎 является тестовым для сильно бескубных
морфизмов и никакое слово длины 5 и менее не может быть использовано в
этом качестве, а также дана полная характеризация тестовых множеств для
сильно бескубных морфизмов.

Кархумяки изучал бинарные бескубные морфизмы и показал [34], что
для бинарного морфизма ℎ со свойством ℎ(𝑎) = 𝑎𝑢, 𝑢 ̸= 𝜆 множество
{ℎ𝑛(𝑎)|𝑛 6 10} является тестовым. Эти исследования были продолжены Ри-
шомом и Влазинским в [64]. Ими дана характеризация тестовых множеств
бинарных бескубных морфизмов: слова тестового множества должны содер-
жать 12 определённых подслов. В частности, справедлива следующая

Теорема 6 ( [64]) Морфизм 𝑓 : Σ+
2 → Σ+

2 бескубен тогда и только тогда,
когда слово 𝑓(𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑏) бескубно.

Длина тестового слова (24) является оптимальной. В этой же работе доказа-
но, что для 𝑘-свободных морфизмов над алфавитами мощности 3 и более, где
𝑘 > 3, не существует конечных тестовых множеств.
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Граница повторяемости

Граница повторяемости RT(𝑘) определяется как инфимум множества экс-
понент 𝛽 таких, что существует бесконечное 𝛽+-свободное слово над 𝑘-
буквенным алфавитом. Ясно, что в однобуквенном алфавите никакая экс-
понента не является избегаемой. Туэ показал, что RT(2) = 2. В 1972 году Ф.
Дежан построила (7/4)+-свободное слово над тернарным алфавитом, показа-
ла, что любое тернарное слово длины более 39 не является (7/4)+-свободным
(тем самым доказав, что RT(3) = 7/4) и выдвинула гипотезу, что таблица
значений функции RT(𝑘) выглядит следующим образом [26]:

𝑘 1 2 3 4 5 . . . 𝑛 . . .
RT(𝑘) ∞ 2 7/4 7/5 5/4 . . . 𝑛/(𝑛− 1) . . .

Наблюдение о том, что 𝑘/(𝑘−1) является нижней границей для RT(𝑘), также
принадлежит Дежан. На полное же доказательство гипотезы потребовались
усилия многих исследователей в течение почти сорока лет. Подход, использо-
ванный Туэ и Дежан для бинарного и тернарного алфавитов, — порождение
граничных слов с помощью итерации морфизмов — принципиально не годится
для алфавитов большей мощности, как показал Бранденбург [12].

Выход из этой ситуации нашёл Пансьё, предложив идею бинарного коди-
рования слов над 𝑘-буквенным алфавитом, в которых любые (𝑘 − 1) подряд
идущие буквы различны (таким свойством обладает любое RT(𝑘)+-свободное
слово) [50]. Это кодирование активно используется в доказательстве основ-
ных результатов диссертации и будет описано позднее в подразделе 1.3.1. Сам
Пансьё доказал гипотезу Дежан для четырёхбуквенного алфавита, а кроме
того, свёл задачу нахождения 𝑘-буквенного граничного 𝜔-слова к нахождению
бинарного кода, соответствующего RT(𝑘)+-свободному 𝜔-слову. Такие коды
могут быть построены методом итерации морфизмов. Мулен-Оланье устано-
вил достаточные условия для морфизмов, порождающих эти коды, построил
несколько таких морфизмов с помощью компьютерных вычислений и доказал
гипотезу для 5 6 𝑘 6 11 [48], позже для 7 6 𝑘 6 14 соответствующие морфиз-
мы были построены в совместной работе Карри и Мохаммад-Нури, которые
опирались на подход, отличный от предложенного Мулен-Оланье [45].

Прорыв в доказательстве в 2007 году совершил Карпи, предложив кон-
струкцию для построения морфизмов в случаях 𝑘 > 33 [14]. Сначала стро-
ится 𝜔-слово над вспомогательным алфавитом мощности 𝑚 = ⌊(𝑘 − 3)/6⌋,
которое затем отображается в бинарный код граничного слова для 𝑘-арного
алфавита. Конструкция Карпи подходит для всех 𝑚 > 5. Карри и Рамперсад
смогли усилить результат Карпи на случай 𝑚 = 4, доказав тем самым гипоте-



ВВЕДЕНИЕ 13

зу для случаев 27 6 𝑘 6 32 [20]; им же удалось развить идеи Мулен-Оланье
и подобрать на компьютере морфизмы для 15 6 𝑘 6 26 [23]. Примерно в то
же время независимо от Карри и Рамперсада доказательство гипотезы завер-
шил Рао, построив бинарные коды как образы слов Туэ–Морса под действием
подходящих морфизмов [60].

За долгое время доказательства гипотеза Дежан породила множество
задач, среди которых существуют усиления гипотезы (например, исследо-
вание конечной границы повторяемости [6–8] и экспоненциальная гипоте-
за [38, 49, 81]), обобщения гипотезы [28, 32], исследование границы повторя-
емости для других видов степеней [35,43,66] и других видов слов [3,4,76].

Комбинаторная сложность

Для оценки количества слов языка используется понятие комбинаторной
сложности языка. Она определяется как функция 𝐶𝐿(𝑛) : N → N, значение
которой равно количеству слов длины 𝑛 в языке 𝐿. Впервые это понятие
было введено в работе Морса и Хедлунда [47]. Комбинаторной сложности как
естественной характеристике языка посвящено большое количество работ,
особенно в области бесповторных языков; см. обзор [78].

Скорость роста комбинаторной сложности характеризуется индексом ро-
ста языка 𝛼(𝐿), который определяется следующим образом:

𝛼(𝐿) = lim
𝑛→∞

(𝐶𝐿(𝑛))1/𝑛,

при этом в случае факториального языка верхний предел превращается про-
сто в предел. Индекс роста, больший 1, говорит об экспоненциальном росте
количества слов в языке, 𝛼(𝐿) = 1 соответствует субэкспоненциальному ро-
сту, а индекс роста конечного языка равен нулю.

Рестиво и Салеми в [61] установили, что язык OF имеет полиномиальную
комбинаторную сложность, а также нашли верхнюю оценку для степени по-
линома: 𝐶OF(𝑛) 6 𝐶𝑛𝑟, где 𝐶 > 0 и 𝑟 = log2 15 ≈ 3.906. Эта оценка была
улучшена в [36]: 𝐶1𝑛

1.155 6 𝐶OF(𝑛) 6 𝐶2𝑛
1.587, 𝐶1, 𝐶2 > 0. Позже Кассень [16]

доказал, что функция 𝐶OF не может быть выражена в виде полинома, т.е. что
числа 𝛼 = sup{𝑟 | ∃𝐶 > 0 ∀𝑛 𝐶OF > 𝐶𝑛𝑟} и 𝛽 = inf{𝑟 | ∃𝐶 > 0 ∀𝑛 𝐶OF 6
𝐶𝑛𝑟} не равны друг другу, и построил верхнюю оценку для 𝛼 и нижнюю
для 𝛽, получив в итоге 1.155 < 𝛼 < 1.276 < 1.332 < 𝛽 < 1.587. Юнгерс,
Протасов и Блондель [33] показали, что 𝛼 и 𝛽 являются совместными спек-
тральными характеристиками пары неотрицательных матриц. Точные значе-
ния 𝛼 = 1.27355 . . . и 𝛽 = 1.33224 . . . были недавно вычислены Гулиельми и
Протасовым [31] в качестве приложения разработанного ими метода точного
вычисления таких характеристик.
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В работе, посвящённой бесповторным морфизмам [12], Бранденбург по-
казал, в частности, что языки CF и SF имеют экспоненциальную комби-
наторную сложность и получил следующие оценки: 2𝑑𝑛1 6 𝐶CF(𝑛) 6 2𝑑𝑛2 ,
где 𝑑1 > 21/9 > 1.08, 𝑑2 6 12511/17 6 1.552; 6 · 1.032𝑛 6 𝐶SF 6 6𝑐𝑛2 , где
𝑐2 = 11721/22 6 1.38. Для языка тернарных бесквадратных слов в [13] верхняя
оценка индекса роста была улучшена до 1.316. Позднее с помощью мето-
да, разработанного в [13], была получена нижняя оценка 1.1099 [30]. Нако-
нец, в [71, 74] Шуром был разработан эффективный алгоритм вычисления
верхней оценки индекса роста произвольного бесповторного языка над конеч-
ным алфавитом, основанный на последовательном приближении бесповтор-
ного языка регулярными языками; алгоритм вычисления нижних оценок был
предложен Колпаковым [37, 39] и доработан Шуром [72]. Применение этих
алгоритмов позволило получить для обсуждаемых языков следующие оценки:
1.457573 6 𝛼(CF) 6 1.457577, 1.301759 < 𝛼(SF) < 1.301762.

В [73] Шуром получены асимптотические формулы для индексов роста
𝛼(𝑘, 𝛽) 𝛽-свободных языков над произвольным 𝑘-буквенным алфавитом, где
𝛽 > 2.

Теорема 7 ( [73]) Пусть 𝑝 > 2 — натуральное число и 𝛽 ∈ [𝑝+, 𝑝+1]. Тогда
справедливо

𝛼(𝑘, 𝛽) =

{︂
𝑘 − 1

𝑘𝑝−1 + 1
𝑘𝑝
− 1

𝑘2𝑝−2 +𝑂( 1
𝑘2𝑝−1 ), если 𝛽 ∈ (𝑝, 𝑝+ 1

2
],

𝑘 − 1
𝑘𝑝−1 + 1

𝑘𝑝
+𝑂( 1

𝑘2𝑝−1 ), если 𝛽 ∈ (𝑝+ 1
2
, 𝑝+ 1]

Теорема 8 ( [73]) Справедливы следующие равенства:

𝛼(𝑘 + 1, 2) = 𝑘 − 1
𝑘
− 1

𝑘3
+𝑂( 1

𝑘5
),

𝛼(𝑘, 2+) = 𝑘 − 1
𝑘
− 1

𝑘3
− 1

𝑘4
+𝑂( 1

𝑘5
).

Бесповторные слова с дополнительными ограничениями

Очень интересной и плодотворной темой в исследовании бесповторных языков
является построение и изучение бесповторных слов с дополнительными огра-
ничениями. Как правило, дополнительное ограничение заключается в том,
что помимо повторов в конструируемом бесконечном слове требуется избе-
жать ещё какие-то подслова определённого вида либо ограничить количество
их вхождений в слово.

Первым, кто занимался этой темой в комбинаторике слов, опять же, по-
видимому, следует считать Туэ. В [80] он не только доказал, что квадраты
избегаемы над тернарным алфавитом, но и построил бесквадратные слова с
дополнительными ограничениями. Над тернарным алфавитом существует 2
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группы («правая» и «левая») бесквадратных слов длины 3 таких, что их пер-
вая и последняя буквы совпадают: 𝑎𝑏𝑎, 𝑏𝑐𝑏, 𝑐𝑎𝑐 и 𝑏𝑎𝑏, 𝑐𝑏𝑐, 𝑎𝑐𝑎. Туэ показал, что
в SF существуют 𝜔-слова, избегающие любую пару этих трёхбуквенных слов
такую, что одно слово — из правой группы, а другое — из левой. Этот резуль-
тат имеет интересную интерпретацию в терминах кодов Пансьё и основанных
на них маршрутных кодах бесквадратных слов, которые будут обсуждаться в
подразделе 1.3.1. Также в [80] доказано, что, во-первых, три таких подслова
одновременно избежать нельзя, а во-вторых, любое слово вида 𝑥𝑦𝑧, где 𝑥, 𝑦, 𝑧
— различные буквы из Σ3, неизбежно.

Много работ посвящено избегаемости шаблонов в бинарных словах. В [29]
доказано, что для любого 2-избегаемого бинарного шаблона 𝑝 язык, избега-
ющий 𝑝, имеет экспоненциальную комбинаторную сложность. В [65] уста-
новлено, что все бинарные шаблоны длины 6 являются 2-избегаемыми, и это
значение минимально (существуют 2-неизбежные шаблоны длины 5). Клас-
сификацию неизбежных бинарных шаблонов завершил Кассень в [15]. В [42]
рассмотрены шаблоны, избегаемые в бинарных бескубных словах, и дано их
полное описание: шаблон 𝑝 является избегаемым в CF тогда и только тогда,
когда содержит в себе хотя бы одно из слов 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥, 𝑥𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦, 𝑥𝑥𝑦𝑥𝑦𝑦, 𝑥𝑥𝑦𝑦𝑥𝑥,
𝑥𝑥𝑦𝑦𝑥𝑦𝑥, 𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦𝑥𝑦, 𝑥𝑦𝑥𝑥𝑦𝑦𝑥𝑦 с точностью до реверса; любой язык 𝐿 ⊂ CF,
избегающий любой бинарный шаблон, кроме 𝑥𝑦𝑥𝑦𝑥, имеет экспоненциальную
комбинаторную сложность.

В [59] производится построение бескубного слова, избегающего квадра-
ты с периодами 6 4. Позднее возник естественный вопрос: можно ли в
𝑅𝑇 (𝑘)+-свободных бесконечных словах над 𝑘-буквенным алфавитом обой-
тись конечным числом подслов экспоненты 𝑅𝑇 (𝑘)? В серии работ [7–9] вво-
дится и исследуется понятие конечной границы повторяемости 𝐹𝑅𝑇 (𝑘) для
𝑘-буквенного алфавита. Это наименьшее рациональное число такое, что су-
ществует бесконечное слово 𝑤 над 𝑘-буквенным алфавитом, локальная экс-
понента которого не превышает 𝐹𝑅𝑇 (𝑘) и 𝑤 содержит лишь конечное чис-
ло подслов экспоненты 𝑅𝑇 (𝑘). В этих терминах из результата, полученного
в [68], следует, что 𝐹𝑅𝑇 (2) = 7/3. В [8] речь также идёт о конечной границе
повторяемости для бинарного алфавита, там было построено (7/3)+-свободное
слово с минимально возможным количеством квадратов (12) и сделано пред-
положение, что 𝐹𝑅𝑇 (3) = 𝑅𝑇 (3) = 7/4. В [7] предположение было доказано,
а также выдвинута гипотеза 𝐹𝑅𝑇 (4) = 7/5. Наконец, в [9] было заверше-
но исследование конечной границы повторяемости доказательством того, что
𝐹𝑅𝑇 (𝑘) = 𝑅𝑇 (𝑘), 𝑘 > 4. Также в [81] Тунев и Шур доказали, что для всех
нечётных 𝑘 6 101 число 𝑘-арных граничных слов, содержащих только одно-
буквенные повторы, эспоненциально.

В работах [21, 22] обсуждаются конструкции, решающие в некотором
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смысле противоположную задачу: в первой производится построение (7/3)+–
свободного слова, в каждой позиции которого начинаются сколь угодно боль-
шие квадраты и доказывается, что 7/3 — оптимальное значение для таких
слов; во второй построено бесконечное бинарное бескубное слово, содержа-
щее экспоненциальное количество квадратов для каждой длины.

Структура частично упорядоченного множества слов беспо-
вторного языка

Изучение структуры ч.у.м. слов бесповторных языков относительно префикс-
ного, суффиксного и подсловного порядков формирует широкий круг задач,
решение которых проливает свет на внутреннее устройство бесповторного
языка. Наибольший интерес представляет исследование префиксного (или
суффиксного) дерева языка, которому посвящён ряд работ. В [10] показа-
но, что в дереве любого бесповторного языка каждое поддерево имеет хотя
бы один лист. В [18] Карри доказал, что для некоторых 𝑘-свободных языков
над алфавитом Σ разрешим вопрос о конечности поддерева, порождённого
данным словом, а именно, при 𝑘 > 6 и |Σ| > 1, 𝑘 > 3 и |Σ| > 2, 𝑘 > 2
и |Σ| > 3, 𝑘 > 1 и |Σ| > 4, кроме того, деревья этих языков не содержат
бесконечных изолированных ветвей, т.е. любая бесконечная ветвь ветвится
бесконечно часто. Позднее Карри и Шелтон [25] распространили этот ре-
зультат на все остальные 𝑘-свободные языки: если язык бесконечен, то его
дерево обладает этими свойствами. Доказательство разрешимости вопроса о
конечности порождённого поддерева, однако, осталось неконструктивным, то
есть не был предъявлен алгоритм, решающий эту задачу.

Остальные известные результаты касаются конкретных языков. Самую
простую структуру с точки зрения дерева имеет язык OF благодаря своей
полиномиальной сложности и тесной связи с языком слов Туэ-Морса. Рести-
во и Салеми в [62] предложили алгоритм проверки конечности поддерева,
порождённого узлом в дереве языка OF, а также доказали существование в
этом дереве поддеревьев произвольной конечной высоты. В [77] для этого
же языка Шур показал разрешимость за линейное время вопроса об изо-
морфизме поддеревьев, порождённых двумя данными узлами и, кроме того,
представил другой алгоритм проверки конечности поддерева, который к тому
же вычисляет высоту поддерева в конечном случае.

В работах [69, 70] Шелтон и Сони занимались изучением структуры пре-
фиксного дерева языка тернарных бесквадратных слов. В частности, ими был
доказан следующий результат:

Теорема 9 ( [70]) Если в префиксном дереве языка SF все бесконечные пу-
ти из узла 𝑤 проходят через один и тот же узел 𝑤𝑣, то |𝑣| 6 𝐶|𝑤|2/3, где
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𝐶 — некоторая абсолютная константа.

Иными словами, здесь получена верхняя субполиномиальная оценка на раз-
мер (глубину) конечного поддерева, порождённого узлом в дереве SF. Есте-
ственно выдвинуть гипотезу о том, что на самом деле справедлива логариф-
мическая оценка. В пользу этого предположения говорит, например, экспо-
ненциальная сложность языка. Ручная проверка для поддеревьев небольшого
размера показывает, что можно выдвинуть ещё более сильную гипотезу: ко-
нечное поддерево, порождённое словом длины 𝑛, имеет 𝑂(log 𝑛) узлов. Однако
улучшением оценки Шелтона и Сони ввиду сложности задачи с тех пор никто
не занимался.

Рестиво и Салеми в [62], помимо вопросов о конечности порождённо-
го данным узлом поддерева и существовании конечных поддеревьев произ-
вольной высоты, сформулировали следующую задачу: пусть даны два слова
𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿; существует ли такое слово 𝑤, что 𝑢𝑤𝑣 ∈ 𝐿, и как, в случае положи-
тельного ответа, построить это слово? Эта задача, очевидно, тоже имеет связь
со структурой ч.у.м. языка 𝐿. Авторы сформулировали все эти проблемы для
языков OF и SF и привели решения для OF. Решение вопроса о конечности
порождённого поддерева для SF следует из Теоремы 9: конечность поддерева
проверяется за субэкспоненциальное время. Остальные проблемы, сформули-
рованные Рестиво и Салеми, для языка SF до сих пор оставались открытыми.
В книге Аллуша и Шаллита [5] также фигурирует открытая проблема о су-
ществовании конечных поддеревьев произвольной высоты в языке тернарных
бесквадратных слов.

Обзор диссертации

Объект исследования и цели диссертации

Основные объекты исследования в диссертации — бинарный бескубный и
тернарный бесквадратный языки CF и SF, а также ч.у.м., образованные на
множествах слов этих языков отношениями префиксного, суффиксного и под-
словного порядков. В качестве вспомогательных объектов и конструкций ис-
пользуются слова Туэ–Морса, слова Аршона, слова Фибоначчи и бинарные
коды Пансьё.

Основная цель диссертации — развитие теории бесповторных языков в
следующих направлениях: структурный анализ префиксных/суффиксных де-
ревьев и подсловных ациклических графов, образованных множеством слов
бесповторного языка; избегаемость буквенных шаблонов в бесповторных язы-
ках.

Основные задачи, рассматриваемые в диссертации:



ВВЕДЕНИЕ 18

1. конструктивно доказать существование поддеревьев произвольной ко-
нечной высоты в суффиксных (префиксных) деревьях и подсловных
ациклических графах языков бинарных бескубных слов и тернарных
бесквадратных слов;

2. доказать логарифмическую от длины слова оценку длины его фикси-
рованного контекста и найти нижнюю границу частоты ветвления пре-
фиксного (суффиксного) дерева тернарного бесквадратного языка;

3. классифицировать буквенные шаблоны по их избегаемости в тернарном
бесквадратном языке.

Основные методы

Для доказательства результатов, представленных в диссертации, в основном
используются методы комбинаторики слов, основанные на свойствах периоди-
ческих слов и граничных слов над бинарным и тернарным алфавитами (слова
Туэ–Морса и Аршона, соответственно), слов Фибоначчи, кодировании бес-
повторных слов бинарными кодами Пансьё и «маршрутными кодами» (метод
маршрутных кодов предложен Шуром в [75]). Также для доказательства од-
ного из вспомогательных результатов используется метод решения одной из
модификаций задачи составления расписаний.

Структура диссертации и основные результаты

Диссертация состоит из введения, трёх глав, заключения и списка литера-
туры. Общий объём диссертации составляет 89 страниц. Библиографический
список содержит 81 наименование.

Во введении определяются основные используемые понятия, приводится
ряд известных утверждений, использующихся в доказательстве основных и
вспомогательных результатов диссертации, а также дан обзор исследований
в области бесповторных языков.

Первая глава посвящена построению серий односторонних и двусторонних
предмаксимальных слов и состоит из трёх разделов. Основные результаты
первой главы сформулированы в следующих двух теоремах:

Теорема 10 ( [54]) В языке CF существуют
a) предмаксимальные слева слова любого уровня 𝑛 ∈ N0;
б) предмаксимальные слова любого уровня (𝑛, 𝑘) ∈ N2

0.

Теорема 11 ( [55]) В языке SF существуют
a) предмаксимальные слева слова любого уровня 𝑛 ∈ N0;
б) предмаксимальные слова любого уровня (𝑛, 𝑘) ∈ N2

0.
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Раздел 1.1 содержит общее описание основной конструкции для постро-
ения односторонних предмаксимальных слов в языках CF и SF. Построение
производится в два этапа. Главная идея первого этапа заключается в ите-
ративном построении префиксной последовательности слов {𝑤𝑛} таких, что
слово 𝑤𝑛 имеет фиксированный левый контекст длины не менее 𝑛, путём за-
прета появления «нежелательных» букв. Для того, чтобы каждое 𝑤𝑛 было
соответственно бескубным или бесквадратным, необходимо при его построе-
нии из слов 𝑤𝑛−1 вставлять в нужные места определённые «буферные» слова.
Второй этап достройки слова с фиксированным контекстом до предмакси-
мального слева слова нужного уровня идейно не отличается от первого.

Раздел 1.2 посвящён предмаксимальным словам в бинарном бескубном
языке. В подразделе 1.2.1 описано построение последовательности буферных
слов, основанное на свойствах слов Туэ–Морса и бескубных морфизмах. В
подразделе 1.2.2 производится доказательство бескубности построенных од-
носторонних слов, то есть утверждения а) Теоремы 10. Наконец, в подразде-
ле 1.2.3 доказана вторая часть Теоремы 10.

В разделе 1.3 идёт речь о предмаксимальных словах в тернарном бес-
квадратном языке. Подраздел 1.3.1 отведён под определение кодов Пансьё,
основанных на них маршрутных кодов тернарных бесквадратных слов и опи-
сание их свойств, на которых основана конструкция предмаксимальных слов
для SF. На самом деле строятся не сами слова, а их маршрутные коды. В
подразделе 1.3.2 описаны особенности основной конструкции в связи с при-
менением этих маршрутных кодов. В подразделе 1.3.3 вычислен маршрутный
код 𝜔-слова Аршона, реверс которого используется в качестве левого контек-
ста конструируемых слов. Свойства запрещаемых на каждом шаге построения
левых контекстов обсуждаются в подразделе 1.3.4. В подразделе 1.3.5 описано
построение буферных слов и доказана корректность конструкции для слов с
фиксированным левым контекстом. Наконец, в подразделе 1.3.6 производится
доказательство Теоремы 11.

Во второй главе идёт речь о тернарных бесквадратных буквенных шаб-
лонах длины 5 и 6 в языке тернарных бесквадратных слов (из результатов
Туэ [80] и свойств бесквадратных кодов Пансьё следует, что все шаблоны
меньших длин неизбежны в SF). Основной результат этой главы —

Теорема 12 ( [51]) Следующие тернарные бесквадратные буквенные шаб-
лоны избегаемы в языке SF:
а) 𝑥𝑦𝑥𝑧𝑥, 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦;
б) 𝑥𝑦𝑥𝑧𝑦𝑧 и все шаблоны длины 6, подсловами которых являются шаблоны
из а).
Все другие шаблоны длины 6 6 неизбежны в SF.



ВВЕДЕНИЕ 20

Доказательство того, что остальные 5- и 6-буквенные неизбежны, основа-
но на свойствах кодов Пансьё тернарных бесквадратных слов. Доказательство
Теоремы 12 опирается на маршрутные коды, описанные в подразделе 1.3.1.
При ближайшем рассмотрении кодов Пансьё и маршрутных кодов шаблонов,
фигурирующих в утверждении Теоремы 12, оказывается, что существование
тернарных бесквадратных слов, избегающих эти шаблоны, равносильно су-
ществованию бесконечных бесквадратных маршрутных кодов с определён-
ным свойством, а именно, кодов, построенных с использованием только двух
букв из трёх возможных букв алфавита маршрутных кодов. Таким образом,
для доказательства Теоремы 12 необходимо построить бинарные слова, удо-
влетворяющие некоторым условиям, причём условия одинаковы в случае всех
трёх шаблонов. На роль такого бинарного слова подходит 𝜔-слово Фибоначчи.
Доказательство того, что на основе этого слова можно построить необходи-
мые маршрутные коды, приведено в подразделе 2.1. Совмещая это с пред-
варительными рассуждениями о неизбежных буквенных шаблонах, получаем
утверждение Теоремы 12. В следующем подразделе 2.2 доказана теорема о ло-
кальных экспонентах тернарных бесквадратных слов, избегающих буквенные
шаблоны длины 6 6:

Теорема 13 ( [51]) Минимальная критическая экспонента тернарного бес-
квадратного слова, избегающего буквенный шаблон длины 6 6
(1) равна 15/8 для шаблона 𝑥𝑦𝑥𝑧𝑥,
(2) равна 11/6 для шаблона 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦, и
(3) не превосходит 1 + 𝜌/2 для шаблона 𝑥𝑦𝑥𝑧𝑦𝑧, где 𝜌 — золотое сечение.

В подразделе 2.3 обсуждается дальнейшая перспектива развития этой те-
мы для буквенных шаблонов бо́льших длин.

Третья глава посвящена исследованию структуры префиксного дерева тер-
нарного бесквадратного языка и нахождению некоторых её комбинаторных
характеристик. Основными результатами являются следующие утверждения:

Теорема 14 ( [57]) Любой фиксированный контекст тернарного бесквад-
ратного слова 𝑤 имеет длину 𝑂(log |𝑤|).

Теорема 15 ( [57]) Пусть 𝑤 ∈ SF — 𝜔-слово и 𝑏(𝑛) — количество ветвя-
щихся узлов на пути (𝜆,𝑤[1..𝑛]) в дереве префиксного порядка языка SF.
Тогда lim inf𝑛→∞

𝑏(𝑛)
𝑛
> 2

9
.

На основании этих теорем можно сделать вывод, что рассматриваемое
префиксное дерево ветвится достаточно равномерно. Индекс роста языка SF
говорит о том, что узел в префиксном дереве в среднем имеет приблизитель-
но 1.3 сыновей; Теорема 15 утверждает, что вдоль любого бесконечного пути
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среднее количество сыновей не меньше 11/9, а Теорема 14 — что любые два
соседних ветвящихся узла на пути расположены близко. При этом результат
Теоремы 14 асимптотически неулучшаем: примеры слов из SF с логарифмиче-
ской длиной фиксированного контекста построены в Главе 1.

Первый раздел отведён под доказательство Теоремы 14, которая являет-
ся усилением Теоремы 9. Иными словами, утверждение Теоремы 14 гласит,
что длина максимального начального неветвящегося сегмента в поддереве,
порождённом узлом 𝑤, ограничена 𝐶 log(|𝑤|), где 𝐶 — некоторая константа.
Пусть 𝑤 ∈ SF и 𝑣 — некоторый фиксированный правый контекст 𝑤. Если
заменить любую букву в суффиксе длины |𝑣| слова 𝑤𝑣 на отличную от неё
и от предыдущей буквы, получится квадрат. Эти квадраты условно разде-
ляются на две группы: короткие (с периодом 6 17) и длинные (с периодом
> 17), и для каждой группы по отдельности оценивается количество букв,
фиксированных ими описанным выше образом. Подраздел 3.1.1 содержит до-
казательство оценки для коротких квадратов: не более 2

3
𝑙 + 𝑂(1) позиций

слова длины 𝑙 фиксированы короткими квадратами. В основе доказательства
лежит оптимизированный перебор всевозможных коротких квадратов.

В подразделе 3.1.2 рассмотрены длинные квадраты. Вначале доказыва-
ется свойство взаимодействия периодов в бесквадратных словах, которое в
общих словах звучит следующим образом: если буква бесквадратного слова в
некоторой позиции фиксирована некоторым длинным квадратом, то на длины
квадратов, фиксирующих расположенные рядом позиции, наложены значи-
тельные ограничения. Если рассмотреть плоскость с системой координат, где
ось абсцисс — позиции слова, а ось ординат — периоды фиксирующих эти
позиции квадратов, то каждая точка (𝑖, 𝑝), соответствующая квадрату с пери-
одом 𝑝, фиксирующему позицию 𝑖, порождает справа от себя многоугольник
запрещённых пар (позиция, период), границы которого зависят только от 𝑝.
Для того, чтобы доказать верхнюю оценку доли позиций, зафиксированных
длинными квадратами, необходимо в фиксированном контексте произволь-
ного слова расположить позиции, зафиксированные длинными квадратами,
как можно «плотнее». Оказывается, что эту задачу можно свести к вариан-
ту задачи составления расписаний, в котором жадный алгоритм даёт опти-
мальное решение. Используя это решение, удается доказать верхнюю оценку
𝑙/9 + 𝑂(log 𝑛) на количество позиций, фиксированных длинными квадратами
в фиксированном контексте длины 𝑙 слова длины 𝑛, причём показано, что
𝑙 6 𝑛.

Объединяя результаты, полученные для коротких и длинных квадратов,
получаем утверждение Теоремы 14.

В разделе 3.2 приведено доказательство Теоремы 15. Это следствие из
доказательства Теоремы 14, где при суммировании долей букв, фиксирован-
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ных короткими и длинными квадратами, остаётся «зазор»: грубо говоря, 2/3
букв фиксировано короткими квадратами и 1/9 — длинными. Отсюда имеем
нижнюю оценку на количество ветвящихся узлов в дереве тернарного бес-
квадратного языка — 2/9.

Наконец, в разделе 3.3 обсуждается возможное усиление Теоремы 14.
В заключении кратко подведятся итоги работы отдельно по каждой главе

диссертации и обсуждаются пути дальнейших исследований.

Положения, выносимые на защиту

Основными результатами диссертации являются решения сформулированных
выше задач 1-3.

1. Доказано существование конечных поддеревьев произвольной высоты
в суффиксном и префиксном деревьях, а также конечных подграфов
специального вида в ациклическом подсловном графе языков бинарных
бескубных слов CF и тернарных бесквадратных слов SF. Доказательство
произведено конструктивным образом путём построения соответствую-
щих серий предмаксимальных слева (справа) слов для любого натураль-
ного уровня 𝑛 и двусторонних предмаксимальных слов для любого уров-
ня (𝑛, 𝑘) ∈ N2. Тем самым решена открытая проблема, сформулирован-
ная Рестиво и Салеми в [61] и Аллушем и Шаллитом в [5]. Результаты
опубликованы в [52–56].

2. Доказана логарифмическая оценка на длину фиксированного контекста
слова 𝑤 в зависимости от |𝑤| в случае тернарного бесквадратного язы-
ка SF, которая является асимптотически неулучшаемой. Это является
существенным усилением результата, полученного Сони и Шелтоном
в [70]. Как следствие получена нижняя оценка на частоту ветвления
префиксного (суффиксного) дерева тернарного бесквадратного языка —
2/9, на основании которой, учитывая индекс роста языка SF, можно
сделать вывод, что дерево языка SF устроено достаточно регулярно. Ре-
зультат опубликован в [57].

3. Доказано, что любой буквенный шаблон длины 4 и менее неизбежен
в тернарном бесквадратном языке. Для длин 5 и 6 дана классифика-
ция по избегаемости, а также предложена идея решения этой задачи
для семибуквенных шаблонов, где требуется рассмотреть единственный
шаблон для завершения классификации буквенных шаблонов в смысле
избегаемости в целом для языка SF. Эта задача является логическим
продолжением и обобщением результатов, полученных Туэ в [80]. Ре-
зультат опубликован в [51].
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Научная новизна

Все результаты диссертации являются новыми.

Теоретическая и практическая ценность

Диссертация носит теоретический характер. Полученные результаты могут
быть использованы в дальнейших исследованиях по комбинаторике слов и при
чтении специальных курсов для студентов математических специальностей.

Апробация результатов работы

Результаты диссертации были представлены на 8-й и 10-й международных
конференциях по комбинаторике слов WORDS2011 и WORDS2015 (Прага,
2011; Киль, 2015), 1-м и 2-м российско-финских симпозиумах по дискрет-
ной математике (Санкт-Петербург, 2011; Турку, 2012), 37-й международной
конференции по математическим основам компьютерных наук MFCS 2012
(Братислава, 2012), а также на семинарах «Алгебраические системы» и «Дис-
кретная математика» (УрГУ/УрФУ, 2010-2015).

Публикации

Основные результаты диссертации опубликованы в работах [51–57], среди
которых четыре работы [51, 54, 55, 57] опубликованы в рецензируемых изда-
ниях из списка, рекомендованного ВАК. В совместных работах [52,54,55,57]
А.М. Шуру принадлежат постановка задачи, общая методика исследований и
оптимизация некоторых предложенных автором конструкций. Доказательства
всех основных утверждений принадлежат автору. Работы [53,56] представля-
ют собой тезисы статей [52,55].



Глава 1

Предмаксимальные слова

В данной главе пойдёт речь о построении серий предмаксимальных слева слов
уровня 𝑛 для любого натурального 𝑛 и предмаксимальных слов уровня (𝑛, 𝑘)
для любой пары (𝑛, 𝑘) ∈ N2 в бинарном бескубном языке и тернарном бес-
квадратном языке. Иными словами, будет конструктивным образом доказано
существование конечных поддеревьев и конечных ациклических подграфов
произвольной высоты в соответствующих графах этих языков. Основными
результатами Главы 1 являются следующие утверждения.

Теорема 10 В языке CF существуют
a) предмаксимальные слева слова любого уровня 𝑛 ∈ N0;
б) предмаксимальные слова любого уровня (𝑛, 𝑘) ∈ N2

0.

Теорема 11 В языке SF существуют
a) предмаксимальные слева слова любого уровня 𝑛 ∈ N0;
б) предмаксимальные слова любого уровня (𝑛, 𝑘) ∈ N2

0.

В первом разделе приводится общая схема построения для обоих языков.
Во втором и третьем разделах рассматриваются конкретные техники приме-
нения общей схемы для бинарного бескубного и тернарного бесквадратного
языков, соответственно.

1.1 Общая схема построения предмаксимальных
слов

Мы доказываем утверждения a) теорем 10 и 11 построением последователь-
ностeй предмаксимальных слева слов, содержащих слова любого конечного
уровня. Последовательности строятся в два этапа:

24
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1) построение вспомогательной последовательности {𝑤𝑛}∞0 такой, что для
всех 𝑛 и для всех 𝑘 6 𝑛 слово 𝑤𝑛 имеет единственный левый контекст
длины 𝑘;

2) достройка слова 𝑤𝑛 до предмаксимального слева слова 𝑤𝑛.

Для доказательства утверждений б) этих теорем мы соединяем слово 𝑤𝑛 с
реверсом слова 𝑤𝑘 с помощью некоторого «буферного» слова.

Пусть слово 𝑤 из соответствующего языка (CF или SF) имеет единствен-
ный левый контекст длины 𝑛, скажем, 𝑢, и два левых контекста1 длины 𝑛+1.
Тогда 𝑢 – наидлиннейший фиксированный левый контекст 𝑤. Поясним со-
держание первого этапа. Мы строим последовательность {𝑤𝑛}∞0 индуктивно.
Фиксированный левый контекст 𝑢𝑛 слова 𝑤𝑛 имеет длину > 𝑛. Потребуем,
чтобы каждое слово 𝑤𝑛, 𝑛 > 0, обладало следующими свойствами:

1. 𝑤𝑛−1 – префикс 𝑤𝑛;

2. любой суффикс некоторого фиксированного 𝜔*-слова U является левым
контекстом 𝑤𝑛;

3. наидлиннейший фиксированный левый контекст 𝑢𝑛 слова 𝑤𝑛 равен
U[𝑘..1] для некоторого 𝑘 > 𝑛;

4. если |𝑢𝑛| > 𝑛, то 𝑤𝑛+1 = 𝑤𝑛 (тривиальные итерации).

Если (𝑛+1)-ая итерация нетривиальна, то фиксированный контекст 𝑢𝑛+1

длиннее, чем 𝑢𝑛 = U[𝑛..1]. Следовательно, если 𝑢𝑛[1] = 𝑥, то оба слова 𝑦𝑢𝑛
и 𝑧𝑢𝑛 являются левыми контекстами 𝑤𝑛 (в случае бинарного алфавита одна
из букв 𝑦 и 𝑧 совпадает с 𝑥). Значит, нам нужно продолжить 𝑤𝑛 вправо так,
чтобы «запретить» появление некоторой буквы перед 𝑢𝑛 в левом контексте.
Пусть 𝑦𝑢𝑛 = U[𝑛+1..1]. Тогда мы запрещаем 𝑧 на (𝑛+1)-ой итерации. Ос-
новная идея состоит в том, чтобы «размножить» предыдущее слово вместе с
его запрещаемым контекстом на соответствующее количество копий (две для
бесквадратного языка, три для бескубного), то есть, говоря иначе, возвести
𝑧𝑢𝑛𝑤𝑛 в запрещаемую степень, и в качестве 𝑤𝑛+1 взять суффикс полученного
слова длины |𝑤𝑛+1|−(𝑛+1), удалив, тем самым, первое вхождение 𝑧𝑢𝑛. Более
точно, положить

𝑤𝑛+1 = 𝑤𝑛⏟  ⏞  𝑧𝑢𝑛𝑤𝑛⏟  ⏞  𝑧𝑢𝑛𝑤𝑛⏟  ⏞  , (1.1a)

𝑤𝑛+1 = 𝑤𝑛⏟  ⏞  𝑧𝑢𝑛𝑤𝑛⏟  ⏞  , (1.1b)

1Очевидно, что трёх левых контекстов длины 𝑛+1 у слова 𝑤 из языка SF быть не может,
поскольку в любом слове из этого языка любые две соседние буквы различны
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где схема 1.1a предназначена для случая бинарного бескубного языка, а 1.1b
— для тернарного бесквадратного языка. Видно, что 𝑧𝑢𝑛 не может быть левым
контекстом 𝑤𝑛+1, а значит, |𝑢𝑛+1| > |𝑢𝑛|.

Замечание 1 Попытка построить последовательность {𝑤𝑛}∞0 напрямую
по схеме (1.1) приводит к неудаче, так как возникают локальные кубы
(1.1a) и квадраты (1.1b) на стыке некоторых 𝑤𝑛 и 𝑧𝑢𝑛.

Попытаемся решить эту проблему следующим образом. Будем к каждой
копии 𝑤𝑛 присоединять справа некоторое «буферное» слово 𝑠𝑛. Таким обра-
зом, схема 1.1 примет вид:

𝑤𝑛+1 = 𝑤𝑛𝑠𝑛⏟  ⏞  𝑧𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛⏟  ⏞  𝑧𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛⏟  ⏞  , (1.2a)

𝑤𝑛+1 = 𝑤𝑛𝑠𝑛⏟  ⏞  𝑧𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛⏟  ⏞  . (1.2b)

Далее для обоих языков будет представлено конструктивное доказатель-
ство существования таких последовательностей {𝑠𝑛}∞0 , что слова 𝑤𝑛 для лю-
бого натурального 𝑛 соответственно бескубны (1.2a) или бесквадратны (1.2b).
Второй этап построения последовательностей предмаксимальных слева слов
опирается на ту же идею, что и первый. Для построения предмаксимального
слева слова уровня 𝑛 возьмём слово 𝑤𝑛+1 с наидлиннейшим фиксированным
левым контекстом длины 𝑛 + 1 и запретим появление самой левой буквы,
положив

𝑤𝑛 = 𝑤𝑛+1𝑠𝑛⏟  ⏞  𝑦𝑢𝑛𝑤𝑛+1𝑠𝑛⏟  ⏞  𝑦𝑢𝑛𝑤𝑛+1𝑠𝑛⏟  ⏞  , (1.3a)

𝑤𝑛 = 𝑤𝑛+1𝑠𝑛⏟  ⏞  𝑦𝑢𝑛𝑤𝑛+1𝑠𝑛⏟  ⏞  . (1.3b)

Аналогично первому этапу, специальные слова 𝑠𝑛 используются для
предотвращения появления локальных запрещённых степеней. Допустим, что
мы нашли такую последовательность слов {𝑠𝑛}∞0 , что для любого натураль-
ного 𝑛 𝑤𝑛 соответственно бескубно (1.3a) или бесквадратно (1.3b). Значит,
в итоге мы получили, что любое слово 𝑤𝑛 имеет однозначное продолжение
влево длиной 𝑛 букв, а любая буква в (𝑛 + 1)-й позиции слева приведёт к
образованию куба или квадрата соответственно. Для случая бинарного языка
мы запретили обе возможные буквы, для тернарного мы запретили обе буквы,
отличные от 𝑛-й буквы фиксированного контекста. Это и означает, что 𝑤𝑛 —
предмаксимальное слева слово уровня 𝑛.

Замечание 2 Для любого 𝑛 слово
←−
𝑤𝑛 = 𝑤𝑛(|𝑤𝑛|) · · ·𝑤𝑛(1) является пред-

максимальным справа словом уровня 𝑛.
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Для получения двустороннего предмаксимального слова уровня (𝑛, 𝑘) ис-
пользуем естественную идею: возьмём предмаксимальное слева слово уровня
𝑛, реверс предмаксимального слева слова уровня 𝑘 и соединим их опять же
при помощи специального «буфера».

Задача подбора слов U, построения последовательностей {𝑠𝑛}∞0 , {𝑠𝑛}∞0 и
подбора буферных слов для двустороннего случая таких, чтобы слова 𝑤𝑛, 𝑤𝑛

и двусторонние слова не содержали запрещённых степеней, решается для би-
нарного бескубного и тернарного бесквадратного языка применением разных
техник, и далее эти случаи будут рассмотрены по отдельности.

1.2 Бинарный бескубный язык

В качестве слова U в случае построения серии предмаксимальных слов про-
извольного конечного уровня в бинарном бескубном языке возьмём реверс
слова Туэ–Морса 𝑎

∞T без первой буквы. Положим 𝑤0 = 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎 и заметим,
что его наидлиннейший фиксированный левый контекст равен 𝑎𝑏𝑏 (первая
буква 𝑎

∞T на самом деле «спрятана» в первой букве 𝑤0). Легко убедиться, что
𝑎

∞T является левым контекстом 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎 в CF, так как само слово 𝑎
∞T сильно

бескубно. Буквы слова 𝑎
∞T будем нумеровать начиная с 0.

Для слов Туэ–Морса справедлива следующая лемма:

Лемма 1 Буквы 𝑎
∞T[𝑛] и 𝑎

∞T[𝑛−1] совпадают тогда и только тогда, когда
𝑛 = 𝑚 · 2𝑘, где 𝑚 и 𝑘 - нечетные натуральные числа.

Доказательство. Из определения морфизма и слов Туэ–Морса следует, что
буквы двух соседних 𝑛-блоков совпадают тогда и только тогда, когда 𝑛 нечёт-
но, при этом длина 𝑛-блока равна 2𝑛. �

Замечание 3 Если единственный левый контекст длины 𝑛 слова 𝑤𝑛 начи-
нается с 𝑥𝑥, то |𝑢𝑛| > 𝑛, т.к. буква перед 𝑥𝑥 также фиксирована. Следо-
вательно, по лемме 1 (𝑛+1)-ая итерация тривиальна при 𝑛 = 𝑚 · 2𝑘, 𝑛 > 3
для нечетных 𝑘,𝑚. Далее будет доказано, что во всех остальных случаях
можно произвести нетривиальную итерацию.

Пусть 𝑥𝑢𝑛𝑎 — суффикс слова 𝑎
∞T (то есть, фиксированный левый контекст

слова 𝑤𝑛+1), тогда обозначим 𝑝𝑛 = 𝑥𝑢𝑛, 𝑝
′
𝑛 = 𝑥̄𝑢𝑛.

Структура слова 𝑤𝑛+1 обусловливает следующие ограничения на слова 𝑠𝑛
и 𝑠𝑛+1 (или 𝑠𝑛+2, если 𝑠𝑛+1 = 𝜆):

(s1) Т.к. 𝑢𝑛+1𝑤𝑛+1𝑠𝑛+1 является подсловом 𝑤𝑛+2, а 𝑢𝑛+1 кончается на 𝑢𝑛 и
𝑢𝑛𝑤𝑛+1𝑥 = (𝑥𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛𝑥)3 по (1.2a), слово 𝑠𝑛+1 должно начинаться с буквы
𝑥, которая является первой буквой 𝑝𝑛;
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(s2) Т.к. 𝑠𝑛𝑥𝑢𝑛 - подслово 𝑤𝑛+1, получаем, что если 𝑢𝑛 начинается с 𝑥 (𝑥̄𝑥𝑥̄𝑥),
то 𝑠𝑛 кончается на 𝑥̄ (𝑥, соответственно).

Т.к. 𝑢𝑛 ∈ TM — сильно бескубное слово, любой другой префикс 𝑢𝑛 не опре-
деляет однозначно последнюю букву 𝑠𝑛. Будем называть итерацию ограничи-
вающей, если на ней срабатывает ограничение (s2).

1.2.1 Построение буферных слов

Наша первая задача — найти последовательность 𝑠𝑛, удовлетворяющую огра-
ничениям (s1) и (s2) такую, что любое слово вида 𝑠𝑖𝑠𝑖+1 · · · 𝑠𝑖+𝑗 бескубно. Из
технических соображений удобно положить 𝑤3 = 𝑤0𝑠−1𝑠1 (𝑠0 = 𝑠2 = 𝜆 по
Замечанию 3). Следовательно, слово 𝑠′𝑛 = 𝑠−1𝑠0· · ·𝑠𝑛 входит в 𝑤𝑛+1 между 𝑤0

и следующим вхождением 𝑝′𝑛.

𝑤𝑛 𝑤𝑛 𝑤𝑛𝑠𝑛 𝑠𝑛 𝑠𝑛𝑝′𝑛 𝑝′𝑛𝑤𝑛+1 =

𝑤0 𝑤0 𝑤0𝑠′𝑛
𝑠−1𝑠1 · · · 𝑠𝑛

Т.к. 𝑛 может быть сколь угодно большим, требуется построить бескубное
𝜔-слово 𝑠′∞ = 𝑠−1𝑠0· · ·𝑠𝑛· · ·. При построении 𝑠′∞ мы придерживаемся следую-
щих правил:

1. для всех нетривиальных итераций 𝑠𝑛 ∈ {T𝑥
2 ,T

𝑥
2T

𝑥
2 ,T

𝑥
4 ,T

𝑥
2T

𝑥̄
2T

𝑥
1 ,T

𝑥
1 , T

𝑥
1T

𝑥̄
2};

отсюда 𝑠𝑛 ∈ TM;

2. везде, где это возможно, полагаем 𝑠𝑛 равным 2-блоку или произведению
2-блоков;

3. иначе, если 𝑠𝑛 кончается на T𝑥
1 , полагаем 𝑠𝑛+1 = T𝑥̄

1 или 𝑠𝑛+1 = T𝑥̄
1T

𝑥
2 (то

же самое для 𝑠𝑛+2, когда 𝑠𝑛+1 = 𝜆);

4. если 𝑠𝑛 ̸= 𝜆 и 𝑛-ая итерация не является ограничивающей, вводим ис-
кусственный запрет на последнюю букву 𝑠𝑛. А именно, если 𝑠𝑛−1 кон-
чается на 𝑥, то 𝑠𝑛 должно заканчиваться на 𝑥̄ (то же самое, если 𝑠𝑛−2

кончается на 𝑥, а 𝑠𝑛−1 = 𝜆).

С учётом вышесказанного справедлива следующая

Лемма 2 (1) Если 𝑠𝑛 кончается на 𝑥, то либо 𝑠𝑛+1 кончается на 𝑥̄, либо
𝑠𝑛+1 = 𝜆 и 𝑠𝑛+2 кончается на 𝑥̄.
(2) Первая буква непустого слова 𝑠𝑛 совпадает с последней для всех 𝑛, за
исключением случая когда 𝑝𝑛 = 𝑥𝑥̄𝑥𝑥̄ · · · или 𝑝𝑛 = 𝑥𝑥𝑥̄𝑥 · · · .
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Таблица 1.1: Слова 𝑠𝑛 для 32 последовательных итераций, начинающихся с некото-
рого номера 𝑘, кратного 32. Правая (левая) часть таблицы применяется, когда буквы
T𝑏
∞[𝑘/32] и T𝑏

∞[𝑘/32+1] совпадают (различны). Строки, соответствующие тривиаль-
ным итерациям, опущены. Второе значение 𝑠𝑘+29 (соответствующее итерации 𝑘+30)
в левой части используется тогда и только тогда, когда T𝑏

∞[𝑘/32+1] = T𝑏
∞[𝑘/32+2].

№ итерации. Запреты
(𝑛) Начало Конец 𝑠𝑛−1

𝑘 𝑥̄ 𝑥̄ T𝑥
2

𝑘 + 1 тривиальная
𝑘 + 2 𝑥 𝑥 T𝑥̄

2T
𝑥̄
2

𝑘 + 4 𝑥̄ 𝑥̄ T𝑥
2

𝑘 + 5 𝑥̄ 𝑥,T𝑥̄
2 T𝑥

2T
𝑥̄
2T

𝑥
1

𝑘 + 6 𝑥 𝑥̄ T𝑥̄
1

𝑘 + 8 𝑥 𝑥 T𝑥̄
2

𝑘 + 10 𝑥̄ 𝑥̄ T𝑥
2T

𝑥
2

𝑘 + 12 𝑥 𝑥 T𝑥̄
2

𝑘 + 13 𝑥 𝑥̄,T𝑥
2 T𝑥̄

2T
𝑥
2T

𝑥̄
1

𝑘 + 14 𝑥̄ 𝑥 T𝑥
1

𝑘 + 16 𝑥̄ 𝑥̄ T𝑥
2

𝑘 + 17 𝑥̄ 𝑥 T𝑥
1

𝑘 + 18 𝑥𝑥𝑥̄ 𝑥̄ T𝑥̄
1

𝑘 + 20 𝑥̄𝑥̄𝑥 𝑥 T𝑥̄
2

𝑘 + 21 𝑥 𝑥̄ T𝑥̄
1

𝑘 + 22 𝑥̄𝑥̄𝑥 𝑥 T𝑥
1

𝑘 + 24 𝑥𝑥𝑥̄ 𝑥̄ T𝑥
2

𝑘 + 26 𝑥 𝑥 T𝑥̄
2

𝑘 + 28 𝑥̄ 𝑥̄ T𝑥
4

𝑘 + 29 𝑥̄ 𝑥,T𝑥̄
2 T𝑥

2T
𝑥̄
2T

𝑥
1

𝑘 + 30 𝑥 𝑥̄ T𝑥̄
1/T

𝑥̄
1T

𝑥
2

№ итерации. Запреты
(𝑛) Начало Конец 𝑠𝑛−1

𝑘 𝑥 𝑥 T𝑥̄
2

𝑘 + 1 𝑥 𝑥̄ T𝑥̄
1

𝑘 + 2 𝑥̄𝑥̄𝑥 𝑥 T𝑥
1

𝑘 + 4 𝑥𝑥𝑥̄ 𝑥̄ T𝑥
2

𝑘 + 5 𝑥̄ 𝑥 T𝑥
1

𝑘 + 6 𝑥𝑥𝑥̄ 𝑥̄ T𝑥̄
1

𝑘 + 8 𝑥̄𝑥̄𝑥 𝑥 T𝑥̄
2

𝑘 + 10 𝑥̄ 𝑥̄ T𝑥
2

𝑘 + 12 𝑥 𝑥 T𝑥̄
4

𝑘 + 13 𝑥 𝑥̄,T𝑥
2 T𝑥̄

2T
𝑥
2T

𝑥̄
1

𝑘 + 14 𝑥̄ 𝑥 T𝑥
1

𝑘 + 16 𝑥̄ 𝑥̄ T𝑥
2

𝑘 + 17 𝑥̄ 𝑥 T𝑥
1

𝑘 + 18 𝑥𝑥𝑥̄ 𝑥̄ T𝑥̄
1

𝑘 + 20 𝑥̄𝑥̄𝑥 𝑥 T𝑥̄
2

𝑘 + 21 𝑥 𝑥̄ T𝑥̄
1

𝑘 + 22 𝑥̄𝑥̄𝑥 𝑥 T𝑥
1

𝑘 + 24 𝑥𝑥𝑥̄ 𝑥̄ T𝑥
2

𝑘 + 26 𝑥 𝑥 T𝑥̄
2

𝑘 + 28 𝑥̄ 𝑥̄ T𝑥
4

𝑘 + 29 𝑥̄ 𝑥,T𝑥̄
2 T𝑥

2T
𝑥̄
2T

𝑥
1

𝑘 + 30 𝑥 𝑥̄ T𝑥̄
1

Значения для слов 𝑠𝑛 приведены в таблице 1.1. Непосредственно прове-
ряется, что эти значения удовлетворяют правилам 1–4 и лемме 2. Согласно
таблице 1.1, правило 3 применяется к 𝑠𝑛 в том и только в том случае, когда 𝑝𝑛
начинается с 𝑥𝑥̄𝑥𝑥̄. Слово 𝑝𝑛 сильно бескубно, значит, если оно имеет такой
префикс, то 𝑝𝑛−1 (или 𝑝𝑛−2, если (𝑛−1)-ая итерация тривиальна) не имеет
таких префиксов. В результате слово 𝑠𝑛−1 (соответственно, 𝑠𝑛−2) кончается
на 2-блок.

Теперь рассмотрим случай 𝑝𝑛 = 𝑥𝑥̄𝑥𝑥̄ · · · более подробно. Без ограничения
общности, пусть 𝑝𝑛 начинается с 𝑏. Тогда 𝑝𝑛 = 𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏 · · · . Т.к. 𝑝′𝑛 = 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏 · · · ,
слово 𝑠𝑛 не может оканчиваться на 𝑎 или 𝑏𝑎𝑎𝑏, значит, мы не можем закончить
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его на 2-блок и оно должно равняться одному из следующих слов: T𝑥
1 , T

𝑥
2T

𝑥̄
2T

𝑥
1 .

Так как 𝑝𝑛 — подслово слова 𝑎
∞T, которое представляет собой бесконечное

произведение 2-блоков, некоторый 2-блок T𝑎
2 этого произведения кончается во

второй позиции слова 𝑝𝑛. Сначала рассмотрим следующий случай вхождения
𝑝𝑛 в 𝑎

∞T:

𝑎
∞T = · · ·

T𝑎
2⏞ ⏟ 

𝑎𝑏𝑏𝑎

T𝑎
2⏞ ⏟ 

𝑎𝑏 𝑏𝑎

T𝑏
2⏞ ⏟ 

𝑏𝑎𝑎𝑏

T𝑏
2⏞ ⏟ 

𝑏𝑎𝑎𝑏 · · ·⏟  ⏞  
𝑝𝑛

(1.4)

Т.к. 𝑝′𝑛−1 = 𝑏𝑏𝑎𝑎𝑏 · · · , слово 𝑠𝑛−1 кончается на 𝑎𝑏𝑏𝑎. Следовательно, мы не
можем положить 𝑠𝑛 = 𝑎𝑏 (иначе у 𝑠𝑛 появится суффикс 𝑏𝑎𝑎𝑏). Далее, 𝑝𝑛−1

начинается с 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏, откуда 𝑠𝑛[1] = 𝑎 по (s1). Значит, согласно правилу 1,
остается единственный вариант — положить 𝑠𝑛 равным T𝑎

2T
𝑏
2T

𝑎
1 = 𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏.

Легко понять, что 𝑠𝑛+1 = 𝑏𝑎 удовлетворяет обоим условиям (s1) и (s2).
Если последний 2-блок под фигурной скобкой в (1.4) равен T𝑎

2, а не T𝑏
2,

мы имеем следующую ситуацию с точностью до переименования букв:

𝑎
∞T = · · ·

T𝑏
2⏞ ⏟ 

𝑏𝑎𝑎𝑏

T𝑎
2⏞ ⏟ 

𝑎𝑏 𝑏𝑎

T𝑏
2⏞ ⏟ 

𝑏𝑎𝑎𝑏 · · ·⏟  ⏞  
𝑝𝑛

Как и в предыдущем случае, положим 𝑠𝑛 = T𝑎
2T

𝑏
2T

𝑎
1 и 𝑠𝑛+1 = T𝑏

1. Проблема
возникает на (𝑛+5)-ой итерации, так как

𝑝′𝑛+4 = 𝑏 𝑏𝑎𝑏 𝑏𝑎𝑏 𝑎𝑎𝑏 · · · ,

т. е., 𝑠𝑛+4 не может заканчиваться ни на 𝑏𝑎, ни на 𝑎𝑏. Здесь мы отступим
от общего правила и используем следующий прием. На последующих трех
итерациях (с (𝑛+5)-ой по (𝑛+7)-ю, последняя из которых тривиальна) мы
должны добавить 𝑏𝑎𝑎 к фиксированному контексту. Мы сделаем это, после-
довательно запрещая трехбуквенные контексты вместо одной буквы. Слово
𝑝𝑛+3 = 𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎 · · · имеет три левых контекста длины 3: 𝑎𝑎𝑏, 𝑏𝑎𝑎 и 𝑏𝑏𝑎. За-
претим 𝑏𝑏𝑎 на (𝑛+5)-ой итерации и 𝑎𝑎𝑏 на (𝑛+6)-ой. Для этого положим
𝑃 ′
𝑛+4 = 𝑏𝑏𝑎 𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏 · · · , 𝑃 ′

𝑛+5 = 𝑎𝑎𝑏 𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏 · · · . Это позволяет положить
𝑠𝑛+4 = 𝑏𝑎, 𝑠𝑛+5 = 𝑎𝑏. Такие итерации назовем исключительными.

Замечание 4 Использование исключительных итераций приводит к одно-
му локальному нарушению общего правила для 𝑢𝑛. А именно, |𝑢𝑛+5| = 𝑛+4
(это слово совпадает с 𝑢𝑛+4). Ситуация исправляется на следующей ите-
рации, где мы получаем |𝑢𝑛+6| = 𝑛+7, а (𝑛+7)-ая итерация тривиальна.

Замечание 5 Слово T𝑎
2T

𝑎
2T

𝑏
2T

𝑎
2T

𝑎
2 = 𝜃2(𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎) не является подсловом 𝑎

∞T.
Следовательно, подслово T𝑎

2T
𝑏
2T

𝑎
2 входит в 𝑎

∞T внутри подслов T𝑏
2T

𝑎
2T

𝑏
2T

𝑎
2
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или T𝑎
2T

𝑏
2T

𝑎
2T

𝑏
2. Для каждого такого подслова мы используем две пары ис-

ключительных итераций.

Напомним, что 𝑠′𝑛 = 𝑠−1𝑠0𝑠1 . . . 𝑠𝑛. Рассмотрим равноблочный морфизм 𝜓 :
Σ+

2 → Σ+
2 с длиной блока, равной 108, определяемый равенствами

𝜓(𝑎) = T𝑎
4T

𝑎
2T

𝑏
2T

𝑎
2T

𝑏
4T

𝑏
2T

𝑎
2T

𝑏
4T

𝑏
2T

𝑎
2T

𝑏
2T

𝑎
4T

𝑎
2T

𝑏
2T

𝑎
2, (1.5a)

𝜓(𝑏) = T𝑏
4T

𝑏
2T

𝑎
2T

𝑏
2T

𝑎
4T

𝑎
2T

𝑏
2T

𝑎
4T

𝑎
2T

𝑏
2T

𝑎
2T

𝑏
4T

𝑏
2T

𝑎
2T

𝑏
2. (1.5b)

Заметим, что 𝜓(𝑏) = 𝜓(𝑎). Слово 𝜓(𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑏) бескубно, как
было проверено с помощью компьютера. Значит, по теореме 6, 𝜓 — бескуб-
ный морфизм и слово 𝜓(T𝑏

∞) бескубно. Согласно таблице 1.1, если T𝑏
∞[𝑗] ̸=

T𝑏
∞[𝑗+1] ̸= T𝑏

∞[𝑗+2], то выполняется равенство 𝜓(T𝑏
∞[𝑗]) = 𝑠32𝑗−1𝑠32𝑗 · · · 𝑠32𝑗+30,

а если T𝑏
∞[𝑗] ̸= T𝑏

∞[𝑗+1] = T𝑏
∞[𝑗+2], то 𝜓(T𝑏

∞[𝑗 . . . 𝑗+1]) = 𝑠32𝑗−1𝑠32𝑗 · · · 𝑠32𝑗+62.
Следовательно, 𝜓(T𝑏

∞) = 𝑠′∞, и любое произведение последовательных “буфер-
ных” слов бескубно, что и требовалось. Заметим, что 𝜓-образ одной буквы
соответствует (кроме одного исключения, связанного с определенным значе-
нием 𝑠𝑘+29) 32 последовательным итерациям, на протяжении которых к фик-
сированному контексту добавляется 5-блок. Таким образом, мы определили
слова 𝑠𝑛, а значит, и слова 𝑤𝑛 для всех натуральных 𝑛.

1.2.2 Доказательство корректности конструкции

Корректность полученной конструкции опирается на следующую основную
лемму:

Лемма 3 Слово 𝑢𝑛𝑤𝑛 бескубно для любого 𝑛 ∈ N0.

Доказательство. Докажем по индукции, что все слова 𝑣𝑛 = (𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛𝑥𝑛)3, где
𝑥𝑛 — буква, запрещаемая на (𝑛+1)-й итерации, не имеют собственных под-
слов, являющихся кубами. Из этого будет немедленно следовать утверждение
леммы. Естественно, что достаточно рассмотреть только случай, когда (𝑛+1)-
я итерация нетривиальна. База индукции 𝑛 ≤ 4 может быть легко проверена
вручную или с помощью компьютера. Докажем шаг индукции. Рисунок 1.1
иллюстрирует структуру слова 𝑣𝑛.

Проведём доказательство от противного. Предположим, что некоторое сло-
во 𝑣𝑛, где 𝑛 ≥ 5, содержит некоторый куб 𝑡3, который, в свою очередь, не
имеет собственных подслов–кубов.
Утверждение 1. Cлово 𝑢𝑛𝑤𝑛 не является подсловом 𝑡3.

Доказательство Подслово 𝑡3 в 𝑣𝑛 имеет периоды 𝑞 = |𝑡| и 𝑙𝑛 = |𝑣𝑛|/3, но
не удовлетворяет свойству взаимодействия периодов (иначе 𝑡 являлось бы
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Рис. 1.1: Структура слова 𝑣𝑛 = (𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛𝑥𝑛)
3

𝑤𝑛 𝑤𝑛 𝑤𝑛𝑠𝑛 𝑠𝑛 𝑠𝑛𝑢𝑛 𝑢𝑛 𝑢𝑛𝑥𝑛 𝑥𝑛 𝑥𝑛𝑣𝑛 =

𝑤0 𝑤0 𝑠′𝑛 𝑝′𝑛 𝑤0 · · ·

𝑙𝑛 𝑙𝑛 𝑙𝑛

степенью более короткого слова, а значит, 𝑡3 содержало бы другие кубы внут-
ри). Следовательно, |𝑡3| = 3𝑞 6 𝑞 + 𝑙𝑛 − 2 по теореме Файна–Вильфа, откуда
𝑞 6 𝑙𝑛/2 − 1. С другой стороны, по определению 𝑤𝑛 самый длинный соб-
ственный суффикс слова 𝑢𝑛𝑤𝑛 совпадает с самым длинным собственным пре-
фиксом слова 𝑣𝑛−1 (обозначим его как 𝑣′). Если 𝑡3 содержит 𝑣′, то 𝑣′ имеет
периоды 𝑞 и 𝑙𝑛−1 = |𝑣𝑛−1|/3. Применяя теорему Файна–Вильфа снова, по-
лучаем 𝑙𝑛−1 6 𝑞/2 − 1. Исключая 𝑞 из двух полученных неравенств, имеем
𝑙𝑛 > 4𝑙𝑛−1 + 3. Но 𝑙𝑛 = |𝑣𝑛−1|+ |𝑠𝑛|+ 1 6 3𝑙𝑛−1 + 17. Следовательно, 𝑙𝑛−1 ≤ 14.
Для 𝑛 ≥ 5 такое неравенство не выполняется. Таким образом, заключаем, что
𝑡3 не содержит слова 𝑢𝑛𝑤𝑛.

Утверждение 2. Слово 𝑠′𝑛 встречается в 𝑣𝑛 только три раза.

Доказательство Cлово 𝑠′𝑛 входит в блок 𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛𝑥𝑛 непосредственно перед
его последней буквой (см. Рис. 1.1). Слово 𝑣𝑛 содержит три таких «регу-
лярных» вхождения. Покажем, что других вхождений нет. Напомним, что
𝑠′𝑛 является произведением 2-блоков (за исключением, возможно, последнего
«непарного» 1-блока), и при 𝑛 ≥ 5 𝑠′𝑛 начинается с 4-блока. Значит, 𝑠′𝑛 не
содержит подслова 𝑤0 и, более того, оно не может начинаться внутри 𝑤0.
Далее, вручную или с помощью компьютера можно проверить, что 𝑠′∞ не со-
держит подслов Туэ–Морса длины >48. Теперь, глядя на структуры слов 𝑠′𝑛 и
𝑣𝑛 можно сделать вывод, что любое «нерегулярное» вхождение 𝑠′𝑛 в 𝑣𝑛 должно
быть префиксом некоторого слова 𝑠′𝑘𝑝

′
𝑘𝑤0, где 𝑘 < 𝑛. Слово 𝑠′𝑘 — собствен-

ный префикс 𝑠′𝑛. Слово 𝑝′𝑘 получено из подслова Туэ–Морса инверсией первой
буквы, значит, оно не может начинаться с 2-блока. Следовательно, 𝑘 = 𝑛− 1,
и 𝑠𝑛 должен быть 1-блоком, равным префиксу 𝑝′𝑘 (во всех остальных случаях
слово 𝑠𝑘+1 · · · 𝑠𝑛 начинается с 2-блока). Согласно Таблице 1.1 во всех случа-
ях, когда 𝑠𝑛 представляет из себя 1-блок, 𝑝′𝑛−1 начинается с квадрата буквы,
значит, и такой вариант невозможен.

Утверждение 3. Слово 𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛𝑥𝑛 бескубно.

Доказательство Слово 𝑣𝑛−1 бескубно по предположению индукции. Слово
𝑢𝑛𝑤𝑛 получается из 𝑣𝑛−1 удалением последней буквы и присоединением пер-
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вой буквы слова 𝑢𝑛 к началу, при этом 𝑢𝑛(1) ̸= 𝑥𝑛−1, а значит, 𝑢𝑛𝑤𝑛 бескубно.
Используя снова тот факт, что 𝑠′𝑛 — «почти» произведение 2-блоков, заклю-
чаем, что 𝑠′𝑛𝑥𝑛 тоже бескубно. Значит, если в 𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛𝑥𝑛 есть куб в качестве
подслова, то он содержит внутри себя суффикс 𝑠′𝑛−1 слова 𝑤𝑛. Этому суффик-
су предшествует 𝑤0 = 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎 (см. Рис. 1.1); которое обрывает все периоды
𝑠′𝑛−1 и не порождает куба. Значит, предполагаемый куб должен содержать бо-
лее одного вхождения подслова 𝑠′𝑛−1. Применяя Утверждение 1 к словам 𝑠′𝑛−1

и 𝑣𝑛−1, видим, что куб имеет период 𝑙𝑛−1 = (|𝑢𝑛𝑤𝑛|+1)/3. Но это невозможно
по условию (s1). Утверждение доказано.

Соединяя Утверждения 3 и 1, получаем, что 𝑡3 содержится строго внутри
𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛𝑥𝑛𝑢𝑛𝑤𝑛, причём кончается строго позже 𝑥𝑛. Далее, если 𝑠′𝑛 — подслово
𝑡3, то среднее вхождение 𝑡 в 𝑡3 находится внутри 𝑠′𝑛 (в противном случае 𝑡3

содержит ещё одно вхождение 𝑠′𝑛, что противоречит Утверждению 2). В этом
случае все позиции подслов 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 в 𝑡 имеют одинаковую чётность, т.к. 𝑡
— подслово произведения 1-блоков. Но самое правое вхождение 𝑡 в 𝑡3 содер-
жит суффикс слова 𝑠′𝑛 и префикс слова 𝑥𝑛𝑢𝑛 = 𝑝′𝑛 следом за ним. Буква 𝑥𝑛
нарушает эту чётность позиций (𝑢𝑛 также является произведением 1-блоков).
Более того, 𝑠′𝑛 за исключением, возможно, двух последних букв допускает
разбиение на 2-блоки; значит, все подслова 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 в правом вхождении 𝑡
находятся по одну сторону от 𝑥𝑛. Заметим, что никакой 2-блок не является
префиксом 𝑥𝑛𝑢𝑛.
Случай 1. Все подслова 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 в 𝑡3 находятся слева от 𝑥𝑛. Тогда 𝑝′𝑛 начинается
на некоторый 1-блок. Согласно Таблице 1.1, в этом случае этот 1-блок и
последние 2 буквы слова 𝑠′𝑛 образуют 2-блок, при этом само 𝑠′𝑛 кончается на 2-
блок. Значит, 𝑠′𝑛 содержит подслово T𝑥

22T𝑥̄
1T

𝑥
2 , что невозможно по определению

морфизма 𝜓.
Случай 2. Все подслова 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 в 𝑡3 находятся справа от 𝑥𝑛. В таком случае
подслово, находящееся на границе 𝑠′𝑛 и 𝑥𝑛𝑢𝑛 повторяется строго внутри 𝑠′𝑛 и
нарушает разбиение 𝑠′𝑛 на 2-блоки, снова получили противоречие.

Таким образом, заключаем, что 𝑠′𝑛 не является подсловом 𝑡3. Отсюда, 𝑡3

начинается внутри подслова 𝑠′𝑛𝑥𝑛. А где оно кончается? Легко видеть, что
слово

𝑢𝑛𝑤𝑛 = 𝑥̄𝑛−1𝑢𝑛−1𝑤𝑛−1𝑠𝑛−1𝑥𝑛−1𝑢𝑛−1𝑤𝑛−1𝑠𝑛−1𝑥𝑛−1𝑢𝑛−1𝑤𝑛−1𝑠𝑛−1

имеет те же три вхождения 𝑠′𝑛−1, что и 𝑣𝑛−1. Значит, если 𝑡3 содержит
𝑠′𝑛−1, то второе вхождение 𝑡 находится внутри 𝑠′𝑛−1. Но это невозможно,
поскольку 𝑠′𝑛−1 является достаточно коротким суффиксом 𝑤𝑛−1𝑠𝑛−1 и все
слово 𝑢𝑛𝑤𝑛 бескубно. Следовательно, 𝑡3 должно кончаться внутри префик-
са 𝑥̄𝑛−1𝑢𝑛−1𝑤𝑛−1𝑠𝑛−1 слова 𝑢𝑛𝑤𝑛, как изображено на следующем рисунке.
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𝑙𝑛−1

𝑠′𝑛 𝑥𝑛

𝑡 𝑡 𝑡

𝑥̄𝑛−1𝑢𝑛−1𝑤𝑛−1𝑠𝑛−1 𝑥𝑛−1𝑢𝑛−1𝑤𝑛−1𝑠𝑛−1 𝑥𝑛−1𝑢𝑛−1𝑤𝑛−1𝑠𝑛−1 𝑠𝑛

Используя те же рассуждения о чётности позиций подслов 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏, что и вы-
ше, можно заключить, что 𝑠′𝑛𝑥𝑛𝑢𝑛 = 𝑠′𝑛𝑝

′
𝑛 бескубно и, более того, 𝑡3 должно

содержать префикс 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎 слова 𝑤𝑛−1. Требуется рассмотреть два случая: либо
𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎 — подслово 𝑡, либо 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎 встречается в 𝑡3 только дважды, на границах
смежных подслов 𝑡. Второй случай невозможен, поскольку два ближайших
вхождения 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎 в 𝑤𝑛−1 разделены подсловом 𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑏, кото-
рое не содержит 𝑝′𝑛 в качестве суффикса. В первом случае мы получаем, что
некоторому (но не самому левому) вхождению 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎 в 𝑡3 предшествует конка-
тенация некоторого суффикса слова 𝑠′𝑛 и слова 𝑝′𝑛. Если это вхождение 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎
является префиксом некоторой копии 𝑤0, то ему предшествует 𝑝′𝑘, 𝑘 < 𝑛. Но
𝑝′𝑘 не является суффиксом 𝑝′𝑛, получили противоречие. Оставшаяся возмож-
ная позиция вхождения 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎 находится на границе некоторых слов 𝑠′𝑘 и 𝑝′𝑘.
Но в таком случае 𝑠′𝑘 содержит подслово, находящееся на границе 𝑠′𝑛 and 𝑝′𝑛,
и условие чётности говорит, что 𝑠′𝑘 не может быть представлено в виде про-
изведения 2-блоков. Это заключительное противоречие доказывает, что 𝑡3 не
может быть подсловом 𝑣𝑛. Лемма доказана. �

По построению, слово 𝑢𝑛 является фиксированным продолжением влево
слова 𝑤𝑛. Рассмотрим теперь второй этап, а именно, дополнение такого «почти
однозначно» продолжаемого влево слова 𝑤𝑛 до предмаксимального слова.

Исходя из 1.3a, нам снова нужно найти последовательность «буферных
слов» {𝑠𝑛}∞0 такую, что для всех 𝑛 слово 𝑤𝑛 будет бескубным.

В отличие от первого этапа, конструкция (1.3) применяется только один
раз, и нам не нужно строить бескубное 𝜔-слово. Следовательно, слова 𝑠𝑛 для
разных 𝑛 независимы друг от друга и вид 𝑠𝑛 зависит только от последней
итерации согласно Таблице 1.1. Эта зависимость представлена в Таблице 1.2.
Мы подбираем 𝑤𝑛 так, чтобы оно было левым контекстом 𝑝𝑛 в 𝑎

∞T (напомним,
что 𝑝𝑛= 𝑎

∞T(𝑛+1 . . . 1)).
Вышеизложенная идея даёт результат всегда, когда |𝑢𝑛| = 𝑛. Благода-

ря следующему очевидному замечанию достаточно построить максимальные
влево слова уровня 𝑛 для всех 𝑛 таких, что |𝑢𝑛| = 𝑛. Это значит, что (𝑛+1)-ая
итерация, на которой строится слово 𝑤𝑛+1, не тривиальна и не исключитель-
на. Итак, мы не рассматриваем построение слов 𝑤𝑛 для других значений 𝑛.

Замечание 6 Для доказательства теоремы 10,a достаточно показать су-
ществование предмаксимальных слов уровня 𝑛 для бесконечного числа раз-
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Таблица 1.2: «Заключительные» суффиксы 𝑠𝑛 для соответствующих итераций Таб-
лицы 1.1. Первый столбец содержит номер итерации, 𝑘 — любое число, кратное
32.

№ итерации. Запреты
(𝑛) (Начало) 𝑠𝑛−1

𝑘

𝑘 + 1 𝑥 𝑥𝑥

𝑘 + 3 𝑥 𝑥

𝑘 + 4 𝑥 𝜆

𝑘 + 5 𝑥 𝑥𝑥𝑥𝑥

𝑘 + 7 𝑥 𝑥𝑥

𝑘 + 9 𝑥 𝑥𝑥

𝑘 + 11 𝑥 𝑥

𝑘 + 12 𝑥 𝜆

𝑘 + 13 𝑥 𝜆

𝑘 + 15 𝑥 𝑥

𝑘 + 16 𝑥 𝜆

𝑘 + 18 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥

𝑘 + 19

𝑘 + 20 𝑥 𝜆

𝑘 + 23 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥

𝑘 + 25 𝑥 𝑥𝑥

𝑘 + 27 𝑥 𝑥

𝑘 + 28 𝑥 𝜆

𝑘 + 29 𝑥 𝜆

𝑘 + 31 𝑥 𝑥

№ итерации. Запреты
(𝑛) (Начало) 𝑠𝑛−1

𝑘 𝑥 𝜆

𝑘 + 1

𝑘 + 3 𝑥𝑥𝑥 𝑥

𝑘 + 4 𝑥 𝜆

𝑘 + 5

𝑘 + 7 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥

𝑘 + 9 𝑥 𝑥𝑥

𝑘 + 11 𝑥 𝑥

𝑘 + 12 𝑥 𝜆

𝑘 + 13 𝑥 𝜆

𝑘 + 15 𝑥 𝑥

𝑘 + 16 𝑥 𝜆

𝑘 + 18

𝑘 + 19 𝑥𝑥𝑥 𝑥

𝑘 + 20 𝑥 𝜆

𝑘 + 23 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥

𝑘 + 25 𝑥 𝑥𝑥

𝑘 + 27 𝑥 𝑥

𝑘 + 28 𝑥 𝜆

𝑘 + 29 𝑥 𝜆

𝑘 + 31 𝑥 𝑥𝑥

личных значений 𝑛. В самом деле, если 𝑤 является предмаксимальным сле-
ва словом уровня 𝑛 и 𝑎1 · · · 𝑎𝑛𝑤 — максимальное слева слово, то слово 𝑎𝑛𝑤
является предмаксимальным слева словом уровня 𝑛−1.

Применяя знания о том, что 𝑤𝑛+1 ∈ CF, 𝑠𝑛𝑝𝑛 ∈ TM, и суффикс 𝑠′𝑛 слова
𝑤𝑛+1 не имеет длинных подслов Туэ–Морса (это свойство присуще любому
𝜓-образу), можно доказать следующую лемму. Её доказательство подобно
доказательству Леммы 3.

Лемма 4 Слово 𝑢𝑛𝑤𝑛 бескубно для любого 𝑛 ∈ N0.
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Рис. 1.2: Структура слова 𝑣𝑛 = (𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛𝑥̄𝑛)
3

𝑤𝑛+1 𝑤𝑛+1 𝑤𝑛+1𝑠𝑛 𝑠𝑛 𝑠𝑛𝑢𝑛 𝑢𝑛 𝑢𝑛𝑥̄𝑛 𝑥̄𝑛 𝑥̄𝑛𝑣𝑛 =

𝑤0 𝑤0 𝑠′𝑛 𝑠𝑛 𝑝𝑛 𝑤0 · · ·

𝑙𝑛 𝑙𝑛 𝑙𝑛

Доказательство. Докажем по индукции, что слова 𝑣𝑛 = (𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛𝑥̄𝑛)3, где
𝑥̄𝑛 = 𝑝𝑛(1), не имеют собственных подслов, являющихся кубами. Из этого
будет немедленно следовать утверждение леммы. База индукции 𝑛 ≤ 4 может
быть проверена вручную или с помощью компьютера. Докажем шаг индук-
ции.

Доказательство основано на положениях слова 𝑤0 в 𝑤̄𝑛. Все вхождения
𝑤0 в 𝑤𝑛+1 можно разделить на две группы: регулярные вхождения, которые
появляются в результате итеративного применения конструкции (1.2), и нере-
гулярные вхождения, возникающие на границе некоторых слов 𝑠′𝑘 и 𝑝′𝑘. Слово
𝑤̄𝑛 также может содержать одно нерегулярное вхождение 𝑤0 внутри каждого
подслова 𝑠′𝑛𝑠𝑛𝑝𝑛. Заметим, что за каждым регулярным вхождением 𝑤0 нахо-
дится подслово 𝑏𝑎, а за нерегулярным — 𝑏𝑏, так как слово Туэ–Морса не
имеет подслов 𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎.

Проведём доказательство от противного. Пусть 𝑢𝑛𝑤̄𝑛 содержит некоторый
куб 𝑡3.
Утверждение 1. Слово 𝑝𝑛𝑤0𝑏𝑎 не является подсловом 𝑡3.

Доказательство Каждому регулярному вхождению 𝑤0 в 𝑤𝑛+1 предшествует
некоторое 𝑝′𝑘, где 𝑘 6 𝑛. Ни одно из этих слов 𝑝′𝑘 не является суффиксом 𝑝𝑛.
Следовательно, в 𝑣𝑛 слово 𝑝𝑛𝑤0𝑏𝑎 встречается только два раза, а расстояние
между этими вхождениями равно 𝑙𝑛 > |𝑡|, значит, 𝑡3 не может включать в себя
их оба. Пусть 𝑡3 содержит одно вхождение 𝑝𝑛𝑤0𝑏𝑎. Тогда среднее подслово 𝑡
находится внутри 𝑝𝑛𝑤0𝑏𝑎. Так как |𝑠′𝑛𝑠𝑛| > |𝑝𝑛𝑤0𝑏𝑎|, слово 𝑡3 в 𝑢𝑛𝑤̄𝑛 начинает-
ся внутри 𝑠′𝑛. Как следствие, 𝑡3 содержит только одно регулярное вхождение
𝑤0, а значит, только одно вхождение слова 𝑤0𝑏𝑎. Тогда 𝑡 встречается внутри
𝑤0𝑏𝑎 и 𝑤0𝑏𝑎 = 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎 имеет период |𝑡|, что невозможно.

Утверждение 2. Слово 𝑡3 содержит не более одного вхождения слова 𝑠′𝑛.

Доказательство В самом деле, в 𝑤𝑛+1 слово 𝑠′𝑛 встречается ровно три раза
(см. Утверждение 2 в доказательстве Леммы 3), и расстояние между этими
вхождениями равно периоду слова 𝑤𝑛+1. Этот период нарушается первой бук-
вой слова 𝑠𝑛𝑝𝑛, значит, у 𝑡3 такого периода быть не может. С другой стороны,
𝑡3 не может содержать подслов 𝑠′𝑛 из разных вхождений 𝑤𝑛+1 в 𝑣𝑛 согласно
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Утверждению 1. Более того, так как слово 𝑢𝑛𝑤𝑛+1 бескубно по Лемме 3, то
единственное вхождение 𝑠′𝑛, которое может встретиться в 𝑡3, — это суффикс
𝑤𝑛+1.

Допустим, что 𝑡3 не содержит 𝑠′𝑛. Тогда среднее вхождение 𝑡 в 𝑡3 находится
внутри 𝑠′𝑛, а значит, оно может быть разбито на 2-блоки за исключением,
возможно, некоторых коротких начала и конца. Тогда 𝑡 не имеет подслов
𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎 и 𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎. Следовательно, 𝑡3 может содержать не более двух последних
букв слова 𝑤0, предшествуюшего 𝑠′𝑛. Принимая во внимание Утверждение 1,
получаем, что 𝑡3 — подслово в слове 𝑏𝑎𝑠′𝑛𝑠𝑛𝑝𝑛𝑤0𝑏, в котором 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎 встречается
не более двух раз. Легко проверить, что 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎 из 𝑤0 не может находиться на
границе двух копий 𝑡 (иначе длина 𝑡 была бы слишком мала). Следовательно,
𝑡3 содержится в слове 𝑟 = 𝑏𝑎𝑠′𝑛𝑠𝑛𝑝𝑛𝑎𝑎𝑏𝑎.

Так как 𝑝𝑛𝑎 является суффиксом 𝑎
∞T, слово 𝑝𝑛𝑎𝑎𝑏𝑎 сильно бескубно. Слово

𝑏𝑎𝑠′𝑛 бескубно как суффикс 𝑤𝑛+1. Значит, 𝑡3 должно находиться где-то на гра-
нице этих слов (включая короткое или пустое слово 𝑠𝑛). Все эти слова можно
разбить на 1-блоки (за исключением последней буквы 𝑝𝑛𝑎𝑎𝑏𝑎), при этом слово
𝑠𝑛, если оно не пустое, является 1-блоком. Если само слово 𝑟 не может быть
разбито на 1-блоки, то в середине его есть слово вида 𝑥𝑥𝑢𝑥𝑥, где 𝑢 — слово
нечётной длины, не содержащее квадратов букв. По Таблице 1.1 проверяется,
что если такое подслово существует, то оно не может быть продлено до куба
с периодом |𝑥𝑥𝑢|. С другой стороны, такое подслово встречается в 𝑟 только
один раз, а значит, не может содержаться в более длинном кубе.

Теперь рассмотрим случай, когда 𝑟 может быть представлено в виде произ-
ведения 1-блоков. Заметим, что слова 𝑏𝑎𝑠′𝑛 и 𝑝𝑛𝑎𝑎𝑏𝑎 разбиваются на 2-блоки с
точностью до коротких суффиксов и префиксов. Если само 𝑟 не допускает та-
кого разбиения, значит, оно содержит внутри себя подслово вида 𝑥𝑥̄𝑥𝑥̄𝑢𝑥𝑥̄𝑥𝑥̄,
где длина 𝑢 чётна, но не делится на 4, и 𝑢 не содержит квадратов с периодом
2. Как и в предыдущем случае, такое подслово единственно и не порождает
ни коротких, ни длинных кубов.

Наконец, предположим, что 𝑟 разбивается на 2-блоки. Так как 𝑝𝑛 не на-
чинается с 2-блока (иначе |𝑢𝑛| > 𝑛), то 𝑠′𝑛 должно кончаться на T𝑥̄

2T
𝑥
1T

𝑥̄
1 . Но

тогда 𝑟 имеет подслово 𝜃2(𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑏𝑎) внутри себя (граница между 𝑏𝑎𝑠′𝑛 и 𝑝𝑛𝑎𝑎𝑏𝑎
находится через две позиции справа от центра этого слова). Следовательно,
𝑟 не содержит короких кубов, в то время как длинные кубы возникнуть не
могут (максимальная длина подслова из языка Туэ–Морса в 𝑠′𝑛 — 48).

Этим завершается доказательство леммы. �
Так как слово 𝑝𝑛𝑤𝑛 является кубом по построению (1.3a) и в то же время

𝑝𝑛 = 𝑢𝑛+1 — фиксированный левый контекст слова 𝑤𝑛+1, можно заключить,
что 𝑢𝑛 — наидлиннейший левый контекст 𝑤𝑛. А значит, Теорема 10,a доказа-
на.
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Замечание 7 Наша конструкция даёт верхнюю оценку длины кратчай-
шего предмаксимального слева слова любого заданного уровня 𝑛. Ре-
зультаты из [18] предполагают, что эта длина зависит от 𝑛 экс-
поненциально. Пусть 𝑙(𝑛) = |𝑤𝑛|. Для нетривиальных итераций имеем
𝑙(𝑛) = 3𝑙(𝑛−1) + 𝑂(𝑛). Хорошо известно, что две последовательных буквы
слова Туэ–Морса равны с вероятностью 1/3. Значит, чтобы получить 𝑤𝑛,
нужно сделать примерно 2𝑛/3 нетривиальных итераций. Отсюда, функ-
ция 𝑙(𝑛) экспоненциальна по основанию 32/3 ≈ 2.08. Такое же свойство
справедливо и для |𝑤𝑛| = 3𝑙(𝑛+1) +𝑂(𝑛).

1.2.3 Построение двусторонних предмаксимальных слов

Доказательство Теоремы 10,б. Аналогично Замечанию 6, достаточно по-
строить предмаксимальные слова уровня (𝑛𝑖, 𝑛𝑖) для некоторой бесконечной
подпоследовательности 𝑛1 < 𝑛2 < . . . < 𝑛𝑖 < . . . натуральных чисел. Возьмём
подпоследовательность 𝑛𝑖 = 32𝑖+ 3 (Таблица 1.2 показывает, что 𝑠𝑛𝑖

= 𝜆, что
делает построение более простым). Напомним, что мы соединяем предмак-
симальное слева и предмаксимальное справа слова через некоторое проме-
жуточное слово. Но в качестве предмаксимальных слов использовать 𝑤𝑛 для
этой цели нельзя, поскольку все слова 𝑢𝑛𝑤𝑛 оказываются максимальными
справа.

Изменим последний шаг в построении предмаксимальных слева слов сле-
дующим образом. Из доказательства Леммы 3 следует, что слово 𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛 · · · 𝑠𝑛+𝑙

бескубно для любого 𝑙. Итак, положим

̃︀𝑤𝑛𝑖
= 𝑤𝑛𝑖+1𝑠𝑛𝑖+1𝑠𝑛𝑖+2⏟  ⏞  𝑝𝑛𝑖

𝑤𝑛𝑖+1𝑠𝑛𝑖+1𝑠𝑛𝑖+2⏟  ⏞  𝑝𝑛𝑖
𝑤𝑛𝑖+1𝑠𝑛𝑖+1𝑠𝑛𝑖+2⏟  ⏞  .

По Таблице 1.1 𝑠𝑛𝑖+3 = 𝜆 и 𝑠𝑛𝑖+4(1) ̸= 𝑠𝑛𝑖+1(1) = 𝑥. Доказательство того,
что 𝑥𝑛𝑖

̃︀𝑤𝑛𝑖
∈ CF, воспроизводит доказательство Леммы 4. Напомним, что

𝑠𝑛𝑖+1(1) = 𝑝𝑛𝑖
(1) согласно (s1), откуда следует, что эта буква нарушает пе-

риоды 𝑤𝑛𝑖+1 (см. (1.2a)). С другой стороны, буква 𝑥̄ нарушает глобальный
период слова ̃︀𝑤𝑛𝑖

. Следовательно, из того, что 𝑥𝑛𝑖+1𝑤𝑛𝑖+1𝑠𝑛𝑖+1 · · · 𝑠𝑛𝑖+𝑙 ∈ CF,
получаем 𝑢𝑛𝑖

̃︀𝑤𝑛𝑖
𝑠𝑛𝑖+3 · · · 𝑠𝑛𝑖+𝑙 ∈ CF для любого 𝑙. Значит, ̃︀𝑤𝑛𝑖

— бесконечно
продолжаемое вправо, предмаксимальное слева слово уровня 𝑛𝑖.

Выберем чётное 𝑚 такое, что |𝑢𝑛𝑖
̃︀𝑤𝑛𝑖
| < 2𝑚−2, и рассмотрим слово ̃︀𝑤𝑛𝑖,𝑛𝑖

=

̃︀𝑤𝑛T
𝑥̄
𝑚

←−̃︀𝑤𝑛:
Осталось доказать, что слово 𝑥𝑛𝑖

̃︀𝑤𝑛𝑖,𝑛𝑖

←−𝑢𝑛𝑖
бескубно. Из выбора 𝑚 и сильно

бескубности T𝑥̄
𝑚 следует, что никакой куб не содержит подслова T𝑥̄

𝑚. Значит,
благодаря симметрии достаточно проверить, что слово 𝑣 = 𝑢𝑛𝑖

̃︀𝑤𝑛𝑖
T𝑥̄

𝑚 бескубно.
От противного, предположим, что 𝑣 содержит куб 𝑡3. Напомним, что слово
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w̃ni

←−−
w̃ni

w0 s′ni+2

←−−−
s′ni+2T x̄

mw̃ni,ni=

𝑢𝑛𝑖
̃︀𝑤𝑛𝑖

бескубно. Так как первая буква T𝑥̄
𝑚 нарушает период 𝑢𝑛𝑖

̃︀𝑤𝑛, имеем
|𝑡| < per( ̃︀𝑤𝑛𝑖

). Рассмотрим самое правое подслово 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎 в 𝑣, оно находится
внутри подслова 𝑤0 непосредственно перед суффиксом 𝑠′𝑛𝑖+2 слова ̃︀𝑤𝑛. Если
это подслово содержится в 𝑡3, то через |𝑡| букв левее снова встречаем 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎, за
которым следует 𝑠′𝑛𝑖+2. Тогда |𝑡| = per( ̃︀𝑤𝑛𝑖

), противоречие. Следовательно, 𝑡3

не имеет подслов 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎, т. е., само является подсловом 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎 𝑠′𝑛𝑖+2T
𝑥̄
𝑚. Как мы

уже знаем, слово 𝑠′𝑛𝑖+2 не содержит подслов Туэ–Морса длины > 48. Значит,
период 𝑡3 ограничен константой. Отсутствие кубов с короткими периодами
проверяется компьютерным перебором.

Таким образом, слово ̃︀𝑤𝑛𝑖,𝑛𝑖
предмаксимально уровня (𝑛𝑖, 𝑛𝑖). Теорема до-

казана. �

1.3 Тернарный бесквадратный язык

1.3.1 Коды Пансьё и маршрутные коды

В этом подразделе мы рассмотрим кодирование тернарных бесквадратных
слов с помощью бинарных кодов Пансьё над алфавитом {0, 1} и их преоб-
разование в так называемые маршрутные коды над алфавитом {1, 2, 3}. Эти
способы кодирования активно используются в доказательствах большинства
основных результатов диссертации, касающихся языка SF.

Любое тернарное бесквадратное слово 𝑢 может быть закодировано бинар-
ным кодом Пансьё cwd(𝑢) длины |𝑢| − 2:

cwd(𝑢)[𝑖] =

{︃
0 , если 𝑢[𝑖] = 𝑢[𝑖+2],

1 , иначе.

Пример 3
𝑢 = 𝑎 𝑏 𝑐 𝑏 𝑎 𝑐 𝑏 𝑐 . . . ,

cwd(𝑢) = 1 0 1 1 1 0 . . . .

Этот тип кодирования был предложен в [50] для бо́льших алфавитов и
изучен в [75] для случая трёхбуквенного алфавита. Приведём несколько фак-
тов из [75], которые понадобятся в дальнейшем.
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Во-первых, кодировка Пансьё может быть естественным образом перенесе-
на на циклические слова. Код Пансьё для бесквадратного циклического слова
(𝑢) – это бинарное циклическое слово (cwd(𝑢)) длины |𝑢| > 3, определяемое
условиями

(cwd(𝑢))[𝑖] =

{︃
0 , если 𝑢[𝑖] = 𝑢[(𝑖+ 2)𝑚𝑜𝑑|𝑛|],
1 , иначе.

Пример 4

a
b

c
b
a

c
b

c

−→ 1

0
1

1

1

0
1

1

Заметим, что код Пансьё может быть построен для любого тернарного слова
длины > 3, не содержащего квадратов букв. Коды Пансьё бесквадратных слов
(обычных или циклических) также называются бесквадратными.

Рассмотрим бесквадратные циклические коды Пансьё. Они не содержат
подслов 00 и 1111, кодирующих квадраты с периодами 2 и 3, соответственно.
Нули в коде Пансьё соответствуют «прыжкам» одной буквы через другую в
кодируемом слове. Существует шесть таких прыжков, представленных под-
словами 𝑎𝑏𝑎, 𝑏𝑐𝑏, 𝑐𝑎𝑐, 𝑎𝑐𝑎, 𝑏𝑎𝑏 и 𝑐𝑏𝑐. Мы называем первые три прыжка пра-
выми, а остальные – левыми. Правый прыжок в бесквадратном циклическом
слове всегда следует за левым, а левый – за правым. В частности, отсюда
следует, что число нулей в бесквадратном циклическом коде Пансьё всегда
чётно. Следующий прыжок получается из предыдущего

– заменой средней буквы (𝑎𝑏𝑎 ↔ 𝑎𝑐𝑎), если нули разделены одной едини-
цей,

– заменой крайних букв (𝑎𝑏𝑎 ↔ 𝑐𝑏𝑐), если нули разделены двумя едини-
цами,

– переменой ролей букв (𝑎𝑏𝑎↔ 𝑏𝑎𝑏), если нули разделены тремя единица-
ми.

Для описания бесквадратных циклических кодов Пансьё используется взве-
шенный полный двудольный граф 𝐾3,3. Левые [правые] прыжки соответству-
ют нижней [соответственно, верxней] доле графа. Число единиц, необходимое
для кодирования пары последовательных прыжков, равно весу ребра, соединя-
ющего соответствующие вершины. Каждый бесквадратный циклический код
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Рис. 1.3: Граф прыжков в тернарных бесквадратных циклических словах. Жирными
линиями выделен замкнутый маршрут (1213).

Пансьё длины не менее 4 соответствует замкнутому маршруту во взвешенном
графе, изображённом на рис. 1.3.

Маршрут в построенном графе однозначно определяется начальной верши-
ной и последовательностью весов рёбер. Ввиду симметрии эта последователь-
ность определяет, будет ли маршрут замкнутым, независимо от начальной
вершины. Поскольку нас интересуют коды Пансьё, а не кодируемые ими сло-
ва, мы можем рассматривать маршруты просто как последовательности весов,
т.е. как слова над алфавитом {1, 2, 3}. Такие слова будем называть маршрут-
ными кодами. Любой замкнутый маршрут представляет собой комбинацию
простых циклов, следующих друг за другом или вложенных друг в друга (за-
мкнутый маршрут длины 2 тоже рассматривается как цикл). Каждый простой
цикл задаётся циклическим словом над {1, 2, 3}. Следующая лемма наиболее
важна в рассуждениях, связанных с бесквадратными маршрутными кодами.

Лемма 5 ( [75]) Замкнутый маршрут, не имеющий
(a) подслов 11, 222, 223, 322, 333,
(б) подслов вида 𝑋𝑌𝑋 таких, что |𝑌 | = 2, |𝑋| чётна и (𝑋𝑌 ) является
меткой замкнутого маршрута,
определяет бесквадратный циклический код Пансьё.

Будем получать маршрутный код cwk(𝑢) для произвольного (не цикличе-
ского) тернарного бесквадратного слова 𝑢 следующим образом. Берём код
Пансьё cwd(𝑢) этого слова, заменяем каждый блок из единиц его длиной
и опускаем все нули. Для однозначности необходимо хранить информацию
о первой и последней букве cwd(𝑢) (например, если cwd(𝑢)[1] = 1, то пер-
вый блок из единиц в cwd(𝑢) может быть частью более длинного блока).
Мы подчёркиваем первую [последнюю] букву cwk(𝑢), если cwd(𝑢) начинается
[соответственно, кончается] на 1.

Пример 5

𝑢 = 𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏𝑎, cwd(𝑢) = 110111010, cwk(𝑢) = 231.
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Замечание 8 Упомянутый во введении результат Туэ [80] о существова-
нии тернарных бесквадратных слов, избегающих два подслова длины 3,
имеет ясную и простую интерпретацию в описанных выше терминах.
А именно, в описанном взвешенном графе 𝐾3,3 для любых двух фиксиро-
ванных вершин из разных долей существует маршрут, соответствую-
щий бесквадратному слову, ни разу не посещающий эти вершины. Также
теперь легко видеть, почему три и более различных подслова вида 𝑥𝑦𝑥
одновременно неизбежны в бесквадратных словах.

1.3.2 Обзор основной конструкции для предмаксимальных
слов

Перейдём к рассмотрению особенностей основной конструкции для построе-
ния предмаксимальных слов в случае языка SF.

Положим 𝑤0 = 𝑐𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎 и заметим, что у этого слова есть фиксированный
левый контекст 𝑏𝑎 длины 2. Комбинация уравнения 1.3b и Предложения 1
даёт нам следующую идею: найти такое слово 𝑠𝑛, что циклическое слово
(𝑧𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛) бесквадратно, и положить 𝑤𝑛+1 = 𝑤𝑛𝑠𝑛𝑧𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛. Как и в случае
бескубных слов, бозначим 𝑝′𝑛 = 𝑧𝑢𝑛, 𝑝𝑛 = 𝑦𝑢𝑛. В качестве слова U для по-
строения серии предмаксимальных слов произвольного конечного уровня в
тернарном бесквадратном языке возьмём реверс слова Аршона

←−
A . Напомним

что 𝑝𝑛 является суффиксом U для любого 𝑛.

Замечание 9 (𝑛+1)-ая итерация тривиальна, если 𝑢𝑛 начинается с 𝑎𝑏𝑎,
𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏 или 𝑎𝑏𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐 с точностью до переименования букв. Во всех других
случаях мы сможем произвести нетривиальную итерацию благодаря то-
му, что слово Аршона (7/4)+-свободно, а значит, слово 𝑢′𝑛+1 бесквадратно.

Слово 𝑠𝑛 должно выполнять три функции:

- «замыкать» соответствующий маршрутный код, если он не замкнут;

- предотвращать появление квадратов после склеивания начала слова с
его концом;

- обеспечивать выполнимость следующей нетривиальной итерации (см.
следующее замечание).

Замечание 10 Так как слово 𝑢𝑛𝑤𝑛+1 = 𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛𝑧𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛 является квадратом
без одной буквы, его можно продолжить вправо бесквадратным образом
только буквой, отличной и от последней буквы 𝑠𝑛, и от 𝑧, то есть оно
имеет единственный правый контекст длины 1. Мы приписываем этот
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контекст перед добавлением буферного слова на следующей нетривиаль-
ной итерации.

Мы будем описывать 𝑠𝑛 в терминах маршрутных кодов (иногда прибегая так-
же к кодам Пансьё). Заметим, что |(cwd(𝑢))| = |cwd(𝑢)| + 2, таким образом,
нам нужно добавить не менее двух символов справа к коду Пансьё слова
𝑧𝑢𝑛𝑤𝑛, чтобы 𝑤𝑛 было префиксом 𝑤𝑛+1. Пусть 𝑣 = cwd(𝑧𝑢𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛). Тогда код
Пансьё cwd(𝑤𝑛+1) получается следующим образом: берём слово 𝑣2, удаляем
из него первые 𝑛+1 символов (они кодируют 𝑝′𝑛) и удаляем два последних
символа, которые соединяют конец циклического слова с его началом, то
есть кодируют две первых буквы слова. Согласно замечанию 10, мы всегда
начинаем построение кода Пансьё следующего буферного слова с его первого
символа, этот символ кодирует «неизбежную» следующую букву с предыду-
щей нетривиальной итерации. Так как эта буква не равна 𝑧, добавляемый
символ отличается от второго с конца символа 𝑣 (этот символ кодировал 𝑧 в
циклическом коде Пансьё).

Начиная с седьмой итерации (она соответствует третьей нетривиальной),
все нетривиальные итерации производятся по общей схеме, описанной в раз-
деле 1.3.5. Будем называть такие итерации общими. Первая, вторая, пятая и
шестая итерации тривиальны. Первые две нетривиальные итерации произво-
дятся так:

𝑤2 = 𝑤0 = 𝑐𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎, 𝑝′2𝑤2 = 𝑎 𝑏𝑎 𝑐𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎, cwd(𝑝′2𝑤2) = 010111011.

Добавляя 0111 к концу этого кода Пансьё, мы получаем замкнутый маршрут-
ный код 1323, соответствующий бесквадратному циклическому слову по лем-
ме 5. Удваиваем код Пансьё, удаляем первые три символа и два последних,
добавляем новый последний символ и декодируем результат, чтобы получить
слово 𝑤3 (для удобства код Пансьё 𝑝′3𝑤3, нужный для следующей итерации,
приведён здесь же):

010111011011 10101110110111

cwd(𝑤3) 111011011 1010111011010

𝑤3 𝑐𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐𝑎 𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐𝑏

cwd(𝑝′3𝑤3) 0110111011011 1010111011010

«Неизбежная» буква после 𝑤3 – это 𝑏 (𝑎 запрещается на этой итерации). Те-
перь рассмотрим четвёртую итерацию. Код Пансьё cwd(𝑝′3𝑤3) соответствует
замкнутому маршрутному коду 23231321, но мы добавили 0 к коду Пансьё,
чтобы закодировать «неизбежную» букву. В итоге после кодирования послед-
ней буквы код Пансьё содержит 0 в начале и в конце, в таком виде замкнуть
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его в циклический код нельзя. Поэтому добавляем в конец 1110111 и по-
лучаем замкнутый маршрутный код 2323132133. По лемме 5, он кодирует
бесквадратный циклический код Пансьё.

01101110110111010111011010111011 1011011101101110101110110101110111

cwd(𝑤4) 1110110111010111011010111011 101101110110111010111011010111010

𝑤4 𝑐𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐𝑏𝑎𝑐𝑏𝑐𝑎𝑏𝑐 𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐𝑏𝑎𝑐𝑏𝑐𝑎𝑐

После декодирования получаем 𝑤4 = 𝑤3𝑏𝑎𝑐𝑏𝑐𝑎 𝑏𝑐𝑏𝑎𝑤3𝑏𝑎𝑐𝑏𝑐𝑎. Легко прове-
рить, что слово 𝑤3 имеет фиксированный левый контекст длины 3 𝑐𝑏𝑎, яв-
ляющийся суффиксом

←−
A , а слово 𝑤4 имеет фиксированный левый контекст

𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎 с тем же свойством (пятая и шестая итерации тривиальны).

1.3.3 Маршрутный код слова Аршона

Для описания дальнейших итераций нам понадобится маршрутный код ре-
верса слова Аршона. Справедливо следующее

Замечание 11 Подслова Аршона могут встречаться в A на позициях раз-
личной чётности и, следовательно, могут иметь 2 разных 𝛼-образа. Обо-
значим как 𝛼𝑜(𝑤) [𝛼𝑒(𝑤)] образ подслова 𝑤, если 𝑤 начинается в A в нечёт-
ной [соответственно, чётной] позиции. Очевидно, что подслово Аршона
𝛼𝑜(𝑤) [𝛼𝑒(𝑤)] начинается в нечётной [соответственно, чётной] позиции.
Следовательно, 𝑤 имеет не более двух различных 𝛼𝑘-образов, обозначае-
мых как 𝛼𝑘

𝑜(𝑤) и 𝛼𝑘
𝑒(𝑤), для любого 𝑘 > 0.

Оказывается, что маршрутный код слова Аршона и его реверса имеет очень
простое описание.

Лемма 6 Пусть 𝑓 = 132, 𝑔 = 123 и B - бесконечное вправо слово, порож-
дённое морфизмом 𝛽 : {𝑓, 𝑔}* → {𝑓, 𝑔}*, заданным правилами: 𝛽(𝑓) = 𝑓𝑔𝑓 ,
𝛽(𝑔) = 𝑓𝑔𝑔. Тогда cwk(A) = 2B и cwk(

←−
A ) =

←−
B′12, где B′ получается из B

переименованием букв 𝑓 и 𝑔.

Доказательство. Согласно замечанию 11, для любого 𝑘 > 0 𝛼𝑘-образ буквы
𝑥 определяется чётностью позиции 𝑥. Будем называть слова 𝛼𝑘

𝑜(𝑥) и 𝛼𝑘
𝑒(𝑥)

𝛼𝑘-блоками. Обратим внимание на два очевидных свойства блоков Аршона и
функции 𝛼.
(а) 𝛼-блоки можно рассматривать как перестановки алфавита Σ: нечётные
𝛼-блоки являются перестановками одной чётности, а чётные 𝛼-блоки – пере-
становками противоположной чётности.
(б) 𝑥 – первая буква 𝛼𝑜(𝑥) и последняя буква 𝛼𝑒(𝑥).
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Предположим, что 𝑥 ∈ Σ и 𝛼𝑜(𝑥) = 𝑥𝑦𝑧. Используя свойства (а),(б), легко
проверить, что

𝛼2
𝑜(𝑥) = 𝑥𝑦𝑧 𝑥𝑧𝑦 𝑧𝑥𝑦 = 𝛼𝑜(𝑥)𝛼𝑒(𝑦)𝛼𝑜(𝑧),

𝛼2
𝑒(𝑥) = 𝑦𝑥𝑧 𝑦𝑧𝑥 𝑧𝑦𝑥 = 𝛼𝑒(𝑧)𝛼𝑜(𝑦)𝛼𝑒(𝑥).

Заметим, что 𝛼2
𝑒(𝑥) =

←−−−
𝛼2
𝑜(𝑥). Получим по индукции равенство 𝛼𝑘

𝑒(𝑥) =
←−−−
𝛼𝑘
𝑜(𝑥)

для любого 𝑘. Пусть 𝛼𝑘−1
𝑒 (𝑥) =

←−−−−−
𝛼𝑘−1
𝑜 (𝑥). Ввиду симметричности, то же спра-

ведливо для 𝛼𝑘−1-образов 𝑦 и 𝑧. Но тогда

𝛼𝑘
𝑜(𝑥) = 𝛼𝑘−1

𝑜 (𝑥)𝛼𝑘−1
𝑒 (𝑦)𝛼𝑘−1

𝑜 (𝑧) =

=
←−−−−−
𝛼𝑘−1
𝑒 (𝑥)

←−−−−−
𝛼𝑘−1
𝑜 (𝑦)

←−−−−−
𝛼𝑘−1
𝑒 (𝑧) =

←−−−−−−−−−−−−−−−−−
𝛼𝑘−1
𝑒 (𝑥)𝛼𝑘−1

𝑜 (𝑦)𝛼𝑘−1
𝑒 (𝑧) =

←−−−
𝛼𝑘
𝑒(𝑥),

что и требовалось.
Теперь заметим, что все 𝛼2-блоки эквивалентны в том смысле, что они

являются образами друг друга при перестановках алфавита. Тогда каждый 𝛼2-
блок имеет код Пансьё 1101011 и маршрутный код 212. При соединении двух
𝛼2-блоков должны быть вставлены два символа между их кодами Пансьё.
Эти два символа – 01 или 10, так как коды Пансьё бесквадратных слов не
содержат ни 00, ни 1111. Следовательно, код Пансьё двух последовательных
𝛼2-блоков будет выглядеть как 213212 или 212312. Отсюда cwk(A) ∈ 2(𝑓 + 𝑔)*.

Теперь рассмотрим 𝛼3-блоки. Имеем 𝛼3
𝑜(𝑥) = 𝛼2

𝑜(𝑥)𝛼2
𝑒(𝑦)𝛼2

𝑜(𝑧). Глядя на на-
чала и концы соответствующих 𝛼2-блоков, можно увидеть, что первая встав-
ка в код Пансьё – это 10, а вторая – 01. Следовательно, маршрутный код
нечётного 𝛼3-блока равен 213212312. Так как этот маршрутный код является
палиндромом, а нечётные и чётные 𝛼3-образы представляют из себя реверсы
друг друга, все 𝛼3-блоки имеют такой маршрутный код. Из определения B
следует, что если 𝑖 ≡ 0 (mod 3), то B[𝑖] = B[𝑖/3], B[𝑖+1] = 𝑓 , B[𝑖+2] = 𝑔.
Таким образом, мы только что доказали два последних равенства, осталось
доказать первое.

Требуется определить символы, вставляемые в код Пансьё на границе двух
𝛼𝑘-блоков, где 𝑘 > 2. Рассмотрим 𝛼𝑘+1-блок. Как и в предыдущих рассужде-
ниях, благодаря симметрии достаточно рассмотреть какой-то один нечётный
блок:

A =

𝛼𝑘+1
𝑜 (𝑥)

𝛼𝑘
𝑜(𝑥) 𝛼𝑘

𝑒(𝑦) 𝛼𝑘
𝑜(𝑧)

𝛼𝑘−1
𝑜 (𝑥) 𝛼𝑘−1

𝑒 (𝑦) 𝛼𝑘−1
𝑜 (𝑧) 𝛼𝑘−1

𝑒 (𝑥) 𝛼𝑘−1
𝑜 (𝑧) 𝛼𝑘−1

𝑒 (𝑦) 𝛼𝑘−1
𝑜 (𝑧) 𝛼𝑘−1

𝑒 (𝑥) 𝛼𝑘−1
𝑜 (𝑦)

Первая граница находится в середине подслова 𝛼𝑘−1
𝑜 (𝑧)𝛼𝑘−1

𝑒 (𝑥). Это под-
слово появляется в 𝛼𝑘

𝑜(𝑧) (см. рисунок) и, значит, никогда не появляется в
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чётном 𝛼𝑘-блоке по свойству (а). Следовательно, вставка в код Пансьё на
границе двух первых 𝛼𝑘-блоков в 𝛼𝑘+1-блоке такая же, как вставка на границе
двух первых 𝛼𝑘−1-блоков в 𝛼𝑘-блоке. Рассуждения для вставки на второй гра-
нице 𝛼𝑘-блоков аналогичны (подслово 𝛼𝑘−1

𝑒 (𝑦)𝛼𝑘−1
𝑜 (𝑧), встречающееся в 𝛼𝑘

𝑜(𝑥)
и не встречающееся в чётном 𝛼𝑘-блоке). Значит, мы подтвердили требуемое
равенство B[𝑖] = B[𝑖/3]. Доказательство равенства cwk(A) = 2B завершено.
Формула для cwk(

←−
A ) непосредственно следует из определений и формулы

для cwk(A). �

1.3.4 Свойства слов 𝑝′𝑛
Пользуясь знанием о структуре маршрутного кода слова Аршона, докажем
некоторые свойства слов 𝑝′𝑛.

Лемма 7 Пусть 𝑣 – префикс маршрутного кода cwk(𝑝′𝑛), являющийся за-
мкнутым маршрутом длины > 6, а 𝑣′ – самый длинный префикс cwk(𝑝′𝑛) с
периодом |𝑣|. Тогда |𝑣′| ≤ 2|𝑣| − 4.

Доказательство. Напомним, что слово 𝑝′𝑛 бесквадратно. Так как слова
𝑝𝑛 =

←−
A [𝑛..1] и 𝑝′𝑛 различаются между собой только первой буквой, то же

справедливо и для их кодов Пансьё cwd(𝑝′𝑛) и cwd(𝑝𝑛). Рассмотрим все воз-
можные на нетривиальных итерациях префиксы cwd(𝑝𝑛). Его префиксами не
могут быть 10, 0111 и 110101, потому что 00, 1111 и 010101 кодируют квад-
раты. Также, cwd(𝑝𝑛) не может начинаться с 01010, 0110110 или 1110111 по
лемме 6. Оставшиеся случаи рассмотрены ниже.

∙ 01011. Согласно лемме 6, это начало блока 123 или 132 в маршрут-
ном коде. Так как cwd(𝑝′𝑛) = 11011 . . ., получаем cwk(𝑝′𝑛) = 22 . . . либо
cwk(𝑝′𝑛) = 232 . . .. Подслова 22, 33, 323 и 232 не встречаются внутри
маршрутного кода слова 𝑝𝑛. Следовательно, |𝑣′| ≤ |𝑣|+ 2 ≤ 2|𝑣| − 4.

∙ 11011. По лемме 6, эти блоки единиц образуют часть фрагмента 231 или
321 в маршрутном коде. Меняя первую букву, получаем 121 или 131. Эти
подслова не встречаются внутри cwk(𝑝𝑛). Следовательно, |𝑣′| ≤ |𝑣|+ 2 ≤
2|𝑣| − 4.

∙ 0110111. Здесь cwk(𝑝′𝑛) = 33 . . .. Подслово 33 не встречается внутри
cwk(𝑝𝑛). Значит, |𝑣′| ≤ |𝑣|+ 1 < 2|𝑣| − 4.

∙ 1110110. Здесь cwk(𝑝′𝑛) = 22 . . .. Подслово 22 также не встречается в
cwk(𝑝𝑛). Значит, |𝑣′| ≤ |𝑣|+ 1 < 2|𝑣| − 4.

∙ 011010. Имеем cwk(𝑝′𝑛) = 31 . . ..
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∙ 111010. Имеем cwk(𝑝′𝑛) = 21 . . ..

Два последних случая похожи, поэтому будем их рассматривать одновремен-
но. Пронумеруем блоки 𝑓 = 132 и 𝑔 = 123 маршрутного кода cwk(𝑝′𝑛) сле-
ва направо, начиная с 1. Тогда первый блок начинается во второй позиции
cwk(𝑝′𝑛). Следовательно, если |𝑣′| > |𝑣| + 1, то |𝑣| делится на 3, иначе внутри
cwk(𝑝𝑛) оказалось бы подслово 11, 121 или 131, что невозможно по лемме 6.
Так как 𝑣 – замкнутый маршрут, его длина чётна. Отсюда заключаем, что
|𝑣| делится на 6. Непосредственно по рис. 1.3 можно проверить, что замкну-
тые маршруты длины 6, которые разбиваются на блоки 𝑓 и 𝑔 – это 123123,
132132 и сопряжённые с ними и других нет. Замкнутые маршруты длины 12
представляют из себя комбинации циклов 123123, 132132 и сопряжённые этих
комбинаций. Непосредственно из описания морфизма 𝛽 следует, что нигде в
cwk(A) не встречается подслов 𝑓𝑓𝑓 , 𝑔𝑔𝑔, 𝑓𝑔𝑔𝑓𝑓𝑔, 𝑓𝑓𝑔𝑔𝑓𝑓 и 𝑔𝑔𝑓𝑓𝑔𝑔. Следова-
тельно, самый длинный префикс маршрутного кода cwk(𝑝′𝑛) с периодом |𝑣| = 6
имеет длину 8 (2𝑓𝑓1 или 3𝑔𝑔1), а самый длинный префикс cwk(𝑝′𝑛) с периодом
|𝑣| = 12 имеет длину 20 (3𝑔𝑓𝑓𝑔𝑔𝑓1).

Пусть, наконец, |𝑣| = 6𝑘 для некоторого 𝑘 ≥ 3. Заметим, что блок 𝑔 или
𝑓 в маршрутном коде соответствует подслову длины 9 в исходном слове (6
единиц и 3 нуля). Слово 𝑣 кодирует 6𝑘

3
· 9 = 18𝑘 букв, 𝑘 > 3. Рассуждая от

противного, предположим, что самый длинный префикс cwk(𝑝′𝑛) с периодом |𝑣|
имеет длину как минимум 2|𝑣|−3. Суффикс 𝑣 длины 3 кодирует не более 10
букв (в нём не менее одной единицы и не более двух троек, так как первое
вхождение 𝑣 в cwk(𝑝′𝑛) заканчивается за 1 символ до начала следующего
блока 𝑓 или 𝑔). Если 𝑝′𝑛 имеет префикс длины 36𝑘−10 с периодом 18𝑘, то 𝑝𝑛
содержит подслово длины 36𝑘−11 с таким же периодом, а именно, подслово
𝑝𝑛[2..36𝑘−10]. Но (36𝑘 − 11)/18𝑘 > 7/4, что противоречит (7/4)+-свободности
слова Аршона. Это противоречие завершает доказательство. �

Замечание 12 Если в условиях Леммы 7 заменить cwk(𝑝′𝑛) на cwk(𝑝𝑛), то
все рассуждения в ее доказательстве, начиная с того, что длина кратна
6, останутся верными; более того, мы получим чуть лучшую оценку |𝑣′| 6
2|𝑣| − 5.

Замечание 13 Дополняя результат леммы 7, покажем, что можно избе-
жать «коротких» квадратов, продолжая 𝑝′𝑛 влево.
(1) По лемме 6 cwk(𝑝′𝑛) не может иметь префиксы 11, 11, 223, 222, 222, 322,
322, 333 и 333. Если cwk(𝑝′𝑛) = 223 . . ., заменим 2 на 3 (т.е., cwd(𝑠𝑛) закон-
чится на 1). Таким образом, мы можем избежать подслов в маршрутном
коде, перечисленных в лемме 5,а).
(2) В графе 𝐾3,3, изображённом на рис. 1.3, есть всего три различных
цикла длины 4, они представлены маршрутными кодами 1213, 1232, 1323 и
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сопряжёнными с ними. Шесть из этих двенадцати маршрутных кодов мо-
гут быть префиксами cwk(𝑝′𝑛): 1213, 1312, 2123, 3132, 2321, а также 2231,
который будет заменён на 3231 согласно предыдущему пункту. Первые
четыре маршрутных кода не могут быть продолжены до периодического
слова по лемме 6. 2321 и 3231 могут быть продолжены до «нехороших» в
смысле леммы 5,б маршрутных кодов 232123 и 323132, соответственно. В
обоих случаях за этими периодическими подсловами в маршрутном коде
слова 𝑝′𝑛 следует 1. Когда cwk(𝑝′𝑛) = 232123 . . ., мы меняем 2 на 3. Когда
cwk(𝑝′𝑛) = 323132 . . ., мы заканчиваем cwk(𝑠𝑛) на 32 и обрываем этот пери-
од с другой стороны (Лемма 5 не является критерием, маршрутный код
323132 кодирует «квадрат без одной буквы» – слово вида 𝑤𝑥𝑤).

1.3.5 Построение буферных слов и доказательство бес-
квадратности

Построение буферных слов 𝑠𝑛 опирается на следующую лемму, которая гово-
рит о том, что к слову 𝑢′𝑛 можно присоединить слева подслово Аршона любой
наперёд заданной длины через некоторое слово-вставку.

Лемма 8 Для любого слова 𝑝′𝑛 существует слово 𝑡′𝑛 такое, что для любого
𝑚 со свойством cwd(A)[𝑚+1] = 0 слово A[1..𝑚]𝑡′𝑛 является левым контек-
стом 𝑝′𝑛.

Доказательство. Нам необходимо найти код Пансьё 𝐶 такой, что код
cwd(𝐴)[1..𝑚]𝐶cwd(𝑝′𝑛) бесквадратен для любого 𝑚, удовлетворяющего усло-
вию cwd(A)[𝑚+1] = 0. То есть мы полагаем, что 𝐶 всегда начинается с 0. На
самом деле, мы можем перейти от кодов Пансьё к маршрутным кодам и искать
маршрутный код 𝐶 ′ такой, что cwk(𝐴)[1..𝑚]𝐶 ′cwk(𝑝′𝑛) кодирует бесквадратное
слово.

Мы знаем, что cwk(𝑝′𝑛) совпадает с cwk(𝑝𝑛) во всех позициях, кроме пер-
вой, а 𝑝𝑛 =

←−
A [𝑛 + 1..1]. Маршрутный код cwk(𝑝′𝑛) имеет одну из следующих

форм:

1. 212 . . . 4. 131 . . . 7. 223 . . .

2. 312 . . . 5. 221 . . . 8. 232123 . . .

3. 121 . . . 6. 331 . . . 9. 232132 . . . .

Следование форм cwk(𝑝′𝑛) друг за другом на последовательных нетривиальных
итерациях изображено на рис. 1.4. Для каждой вершины маршрутным кодом
𝐶 ′ помечено исходящее ребро. Этот код не зависит от вершины, в которую
ведёт данное ребро. Данные маршрутные коды подбираются таким образом,



ПРЕДМАКСИМАЛЬНЫЕ СЛОВА 49

чтобы быть как можно более «непохожими» на маршрутный код слова Аршо-
на, то есть создавать некий «барьер» для периода, который может появиться
при соединении подслова Аршона с 𝑝′𝑛: их префиксы длины 3 и суффиксы
длины 4 (3 в большинстве случаев) не встречаются в cwk(A). Покажем, что
маршрутный код 𝐶 ′, соответствующий форме 1 маршрутного кода слова 𝑝′𝑛,
удовлетворяет условиям леммы. Доказательства для всех остальных случаев
аналогичны.

Вершина 1 соответствует префиксу 212 и вставке 𝐶 ′ = 3233233. Легко
заметить, что маршрутный код cwk(𝐴)[1..𝑚]𝐶 ′cwk(𝑝′𝑛) по построению не со-
держит подслов, перечисленных в лемме 5,a). Более того, cwk(𝐴)[1..𝑚]𝐶 ′ ко-
дирует бесквадратное слово по лемме 5,б). В самом деле, по замечанию 12
любой суффикс 𝑋𝑌𝑋 слова cwk(𝐴)[1..𝑚] такой, что 𝑋𝑌 - замкнутый марш-
рут, имеет длину не более 2|𝑋𝑌 | − 5, и этот суффикс может быть продол-
жен не более чем двумя символами маршрутного кода 𝐶 ′, потому что 323 не
встречается внутри cwk(𝐴)[1..𝑚] (в случае, если cwk(𝐴)[1..𝑚] заканчивается
на 1; в остальных случаях продолжение cwk(𝐴)[1..𝑚] в 𝐶 ′ ещё короче). Да-
лее, 𝐶 ′cwk(𝑝′𝑛) кодирует бесквадратное слово, так как суффикс 33 слова 𝐶 ′ не
встречается нигде внутри cwk(𝑝′𝑛).

1

23

4

5

67

8

9

3233233

3233232323233

323233

3232321

3232332

3232321

32312321

32312321 32312321

32312321

323233

Рис. 1.4: Нетривиальные итерации. Вершины соответствуют формам cwk(𝑝′𝑛), рёбра
помечены значениями 𝐶 ′.

Наконец, допустим, что cwk(𝐴)[1..𝑚]𝐶 ′cwk(𝑝′𝑛) содержит периодическое
подслово 𝑋𝑌𝑋, строго содержащее 𝐶 ′. Тогда подслово 3323 слова 𝐶 ′ на-
ходится в 𝑌 , так как ни 323, ни 33 не могут повториться внутри маршрутного
кода слова Аршона. Таким образом, |𝑋𝑌𝑋| ≤ 2|𝑋𝑌 |− 4, а значит, рассматри-
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ваемый маршрутный код кодирует бесквадратное слово по лемме 5,б. После
декодирования получим бесквадратное слово вида A[1..𝑚]𝑡′𝑛𝑝

′
𝑛, что и требова-

лось. �
Пусть (𝑛 + 1)-ая итерация нетривиальна и имеет номер 𝑚 среди общих

нетривиальных итераций. В соответствии с доказанной леммой, будем ис-
кать буферное слово 𝑠𝑛 в виде A[𝑖..𝑗]𝑡′𝑛. Используя представление маршрут-
ного кода cwk(A) через морфизм 𝛽 из леммы 6, возьмём маршрутный код
B[𝑚..2𝑚−1]𝐶 ′cwk(𝑝′𝑛), который кодирует бесквадратное слово по лемме 8.
Рассмотрим маршрутный код B[𝑚..2𝑚−1]𝐶 ′cwk(𝑝′𝑛𝑤𝑛). Если этот маршрут за-
мкнут, докажем, что он кодирует бесквадратное циклическое слово. В против-
ном случае сначала замкнём его, заменив B[𝑚..2𝑚−1] = cwk(A)[3𝑚−1..6𝑚−2]
на некоторое более длинное подслово маршрутного кода B, начинающегося с
той же позиции, - cwk(A)[3𝑚−1..𝑘𝑚]. Для замыкания маршрута надо добавить
ребра, переводящие текущую вершину в ту, с которой маршрут начинался
(т.е., в общем случае, в любую наперед заданную). Из рис. 1.3 видно, что
любые две различные вершины графа 𝐾3,3 могут быть соединены путями 1,
2, 3, 12 или 13. 1 — это следующая буква маршрутного кода Аршона после
позиции 6𝑚−2. Каждый из оставшихся четырёх путей может быть заменён
на подслово cwk(A), непосредственно следующее за B[𝑚..2𝑚−1]:

2 может быть заменён на 123 или 13213 или 1321231

3 может быть заменён на 132 или 12312 или 1231321

12 может быть использован или заменён на 1321

13 может быть использован или заменён на 1231
(1.6)

Вставляя подходящее подслово после B[𝑚..2𝑚−1] в рассматриваемом марш-
рутном коде, получаем замкнутый маршрутный код 𝑣𝑚 = cwk(A)[3𝑚−1..𝑘𝑚]
𝐶 ′cwk(𝑝′𝑛𝑤𝑛−1), причём его префикс cwk(A)[3𝑚−1..𝑘𝑚]𝐶 ′cwk(𝑝′𝑛) кодирует
бесквадратное слово по лемме 8. Рассмотрим границу между cwk(𝑤𝑛) и
B[𝑚..2𝑚−1] в циклическом слове (𝑣𝑚).

Слово 𝑤𝑛 заканчивается на буферное слово, построенное на (𝑚−1)-ой
общей нетривиальной итерации из маршрутного кода, оканчивающегося на
некоторый суффикс 𝐶 ′′. Отметим, что cwk(𝑤𝑛) оканчивается на «искажён-
ный» вариант cwk(𝐶 ′′) согласно замечанию 10. А именно, последняя буква
кода Пансьё, соответствующего 𝐶 ′′, удалена, а предпоследняя — изменена.
Тем самым, суффикс 321 [соответственно, 232, 233, 233 или 332] слова 𝐶 ′′

поменялся на 33 [соответственно, 231, 231, 232 и 331] (𝐶 ′′ имеет один из
этих суффиксов согласно Рис. 1.4). Слово B[𝑚] начинается с 1, а значит,
если cwk(𝑤𝑛) закончилось на 1, мы сначала добавим 33 к искажённому 𝐶 ′′.
Обозначим как ̃︀𝐶𝑚−1 слово, полученное таким образом из 𝐶 ′′.
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Лемма 9 Следующий маршрутный код кодирует бесквадратное слово для
любого 𝑚:

𝐷𝑚 = cwk(A)[2..𝑘1] ̃︀𝐶1cwk(A)[5..𝑘2] ̃︀𝐶2 · · · cwk(A)[3𝑚−1..𝑘𝑚] ̃︀𝐶𝑚.

Доказательство. Лемма 5 справедлива и для маршрутных кодов обычных
слов. По построению 𝐷𝑚 не содержит подслов, перечисленных в лемме 5,a).
Предположим, что 𝐷𝑚 содержит периодическое подслово 𝑋𝑌𝑋, описанное
в лемме 5,б). Для |𝑋𝑌 | = 4 отсутствие таких подслов может быть прове-
рено непосредственно по построению маршрутных кодов 𝐶 ′ из доказатель-
ства леммы 8. Пусть |𝑋𝑌 | ≥ 6. Для коротких подслов рассуждаем так же,
как в доказательстве леммы 8. Напомним, что такое подслово в маршрут-
ном коде Аршона имеет длину не более 2|𝑋𝑌 | − 5 и может быть продол-
жено в ̃︀𝐶𝑖 не более чем двумя буквами. Если такое подслово содержится в
cwk(A)[3𝑖−1..𝑘𝑖] ̃︀𝐶𝑖cwk(A)[3𝑖+2..𝑘𝑖+1] и включает в себя ̃︀𝐶𝑖, то не менее трёх
букв ̃︀𝐶𝑖 находится в 𝑌 . Для более длинных подслов 𝑋𝑌𝑋 слово 𝑌 ещё
длиннее, так как слово ̃︀𝐶𝑖 может совпасть только с некоторым ̃︀𝐶𝑖+𝑗. Но из ра-
венства ̃︀𝐶𝑖 = ̃︀𝐶𝑖+𝑗 следует, что 𝑗 ≥ 3 (см. рис. 1.4), а фрагменты маршрутного
кода cwk(A), окружающие ̃︀𝐶𝑖, строго короче, чем соответствующие фрагменты
вокруг ̃︀𝐶𝑖+𝑗. �

Лемма 10 Для любого 𝑛 ∈ N слово 𝑝𝑛𝑤𝑛+1 бесквадратно.

Доказательство. Требуется доказать два утверждения:
(a) 𝑝′𝑛𝑤𝑛+1 - минимальный квадрат;
(б) 𝑝𝑛𝑤𝑛+1 не начинается с квадрата.
Рассматриваемые слова «помечены» вхождениями 𝑤4 — всего имеется 2𝑚−4

«регулярных» вхождения в каждое подслово 𝑤𝑘, где 𝑚 – номер общей нетри-
виальной итерации, соответствующий 𝑘-ой итерации. Эти вхождения 𝑤4 по-
лучаются при удвоении слова на каждой нетривиальной итерации. Больше
нигде, кроме как на этих «регулярных позициях», 𝑤4 не встречается. Дока-
жем это. Имеем cwk(𝑤4) = 3231321332323132131. Отсюда видно, что 𝑤4 не
может совпасть ни с каким подсловом Аршона. Далее, по рис. 1.4 непосред-
ственно проверяется, что cwk(𝑤4) не содержит подслов, равных какому-нибудь
из слов 𝐶 ′. Более того, этот маршрутный код не содержит ни одного «иска-
жённого» при переходе к следующей нетривиальной итерации варианта 𝐶 ′ с
учётом добавленного к нему при необходимости цикла 33.

Каждому 𝑤4 в 𝑝𝑛𝑤𝑛+1 предшествует некоторое 𝑝𝑖, 𝑖 < 𝑛 и только первому
вхождению предшествует 𝑝𝑛. Последнее свойство, дополненное прямой про-
веркой для коротких периодов, даёт нам утверждение (б). Ввиду леммы 1,
чтобы доказать утверждение (a), нам нужно убедиться, что циклическое сло-
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Рис. 1.5: Структура слова 𝑣2 = (𝑝′𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛)
2

𝑧 𝑧𝑢𝑛 𝑢𝑛𝑤4 𝑤4. . . . . .𝑤4 𝑤4
𝑠′𝑛−1 𝑠′𝑛−1𝑠𝑛 𝑠𝑛

Предположение индукции

Лемма 9

Лемма 8

Предположение индукции

𝑤𝑛 𝑤𝑛𝑝′𝑛 𝑝′𝑛

во (𝑣) = (𝑝′𝑛𝑤𝑛𝑠𝑛) бесквадратно. Будем делать это по индукции по 𝑛, база
𝑛 ≤ 6 доказана в подразделе 1.3.2.

Докажем шаг индукции. Рисунок 1.5 иллюстрирует структуру слова 𝑣2.
Сверху обозначены подслова, для которых уже доказано в предыдущих лем-
мах, что они бесквадратны. 𝑠′𝑛−1 обозначает слово 𝑠6 · · · 𝑠𝑛−1.

Предположим обратное: пусть квадрат 𝑋𝑋 = 𝑋(1)𝑋(2) является подсловом
(𝑣). Мы уже доказали, что подслово 𝑝′𝑛𝑤4 встречается в (𝑣) только один раз
— в начале слова 𝑣. То же верно и для 𝑠𝑛: его маршрутный код состоит из
некоторого подслова B[𝑚..𝑘𝑚] и вставки 𝐶 ′, а мы ни разу не вставляем два
одинаковых подслова из B. Следовательно, слова 𝑠𝑛 и 𝑝′𝑛𝑤4 не могут быть
подсловами 𝑋. Значит, есть всего три варианта расположения 𝑋𝑋:

1. 𝑋(2) заканчивается в 𝑠𝑛;

2. 𝑋(2) начинается в 𝑠𝑛 и заканчивается в 𝑝′𝑛;

3. 𝑋(2) начинается в 𝑝′𝑛.

Сначала докажем, что бесквадратно не только слово 𝑠′𝑛𝑝
′
𝑛, но и 𝑠′𝑛𝑝

′
𝑛𝑤4. Пусть,

от противного, 𝑠′𝑛𝑝
′
𝑛𝑤4 содержит квадрат. Понятно, что этот квадрат должен

захватывать часть 𝑤4. Но перед ним находится подслово Аршона 𝑢𝑛. Очевид-
но, что 𝑋 содержит какую-то часть 𝑢𝑛, а она является подсловом Аршона.
Значит, это подслово должно «наложиться» на подслово Аршона из некоторо-
го 𝑠𝑘. Но за ним следует либо ещё одно подслово Аршона, которое не может
совпасть с началом 𝑤4, либо вставка из Леммы 8, которая также не может
совпасть с началом 𝑤4, что легко проверяется в терминах их маршрутных
кодов.

Рассмотрим первый случай. 𝑋(2) начинается позже, чем 𝑝′𝑛 (случай, в кото-
ром 𝑋(2) начинается в 𝑝′𝑛, обсуждается ниже). 𝑋(2) не может содержать 𝑠′𝑛−1,
так как ему негде повториться раньше вместе с префиксом 𝑠𝑛. Значит, 𝑋(2)
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начинается внутри 𝑠′𝑛−1, то есть 𝑋 не содержит 𝑤4, следовательно, 𝑋(1) начи-
нается в 𝑤4, находящемся непосредственно перед 𝑠′𝑛−1. Значит, весь квадрат
𝑋𝑋 строго содержится в подслове 𝑤4𝑠

′
𝑛−1𝑠𝑛. Применяя рассуждения, анало-

гичные доказательству леммы 9 (суффикс 𝑤4, входящий в 𝑋, может играть ту
же роль, что и вставки, соответствующие маршрутным кодам 𝐶 ′′), приходим
к противоречию.

Во втором случае «подавляющий Аршона» суффикс 𝑠𝑛 (т.е. слово, в ко-
торое декодируется добавленный на этой итерации маршрутный код 𝐶 ′ из
доказательства леммы 8) может повториться левее не позже, чем в суффиксе
𝑠𝑛−3. Но тогда период квадрата больше, чем |𝑠𝑛𝑝′𝑛|, — снова получили проти-
воречие.

В третьем случае 𝑋(2) содержит 𝑤4, следующее за 𝑝′𝑛. Самое близкое к
нему вхождение 𝑤4 слева находится перед 𝑠′𝑛. Значит, 𝑋 содержит 𝑠′𝑛. Но как
отмечалось выше, даже 𝑠𝑛 не может быть подсловом 𝑋. Получаем противо-
речие, которое и завершает доказательство. �

1.3.6 Построение предмаксимальных слов

По построению слово 𝑢𝑛 — фиксированный левый контекст 𝑤𝑛. Рассмотрим
теперь второй этап, то есть, достройку такого «почти однозначно» продолжа-
емого слова 𝑤𝑛 до предмаксимального слева слова. Основная идея такая же,
как на первом этапе. Чтобы получить предмаксимальное слово уровня 𝑛, мы
строим слово 𝑤𝑛+1 за 𝑛+1 итерацию, а затем запрещаем продолжение слова
𝑢𝑛𝑤𝑛+1 первой буквой слова 𝑢𝑛+1. Обозначим полученное предмаксимальное
слово уровня 𝑛 через 𝑤̄𝑛. Тогда

𝑤̄𝑛 = 𝑤𝑛+1𝑠𝑛+1⏟  ⏞  𝑢𝑛+1𝑤𝑛+1𝑠𝑛+1⏟  ⏞  , (1.7)

где 𝑠𝑛+1 – буферное слово, вставляемое подобно 𝑠𝑛+1, чтобы замкнуть марш-
рутный код и предотвратить появление квадратов на границе. В отличие от
первого этапа конструкция (1.7) используется только один раз.

Замечание 14 Чтобы доказать утверждение а) теоремы 11, достаточно
показать существование предмаксимальных слева слов уровня 𝑛 для бес-
конечного числа различных значений 𝑛. В самом деле, если 𝑤 – предмакси-
мальное слева слово уровня 𝑛 и 𝑎1 · · · 𝑎𝑛𝑤 – максимальное слева слово, то
слово 𝑎𝑛𝑤 является предмаксимальным слева уровня 𝑛−1.

Согласно этому замечанию будем строить предмаксимальные слова уровня
𝑛 только для таких 𝑛, что
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(*) (𝑛+1)-ая итерация первого этапа является общей нетривиальной и
cwk(𝑢′𝑛+1) = 212 . . . (соответствует вершине 1 на рис. 1.4).

Тогда 𝑢𝑛+1 = 312 . . .. Пусть эта итерация имеет номер 𝑚 среди нетривиальных
итераций общего вида. Тогда будем получать буферное слово 𝑠𝑛 из маршрут-
ного кода B[𝑚+1..2𝑚+1]32332 (если необходимо замкнуть маршрут, продол-
жим используемое подслово маршрутного кода слова Аршона согласно (1.6)).
Маршрутный код 32332 обозначим как 𝐶. Корректность конструкции (то есть
то, что такая вставка приводит к бесквадратному циклическому слову и это
слово является предмаксимальным) доказывается полностью аналогично лем-
ме 10.

Лемма 11 Циклическое слово (𝑣) = (𝑝𝑛𝑤̄𝑛) бесквадратно для любого 𝑛,
удовлетворяющего условию (*).

Утверждение. Слово 𝑠′𝑛+1𝑠𝑛𝑝𝑛 бесквадратно для любого 𝑛 из условия (*).

Доказательство Пусть, как и прежде, 𝑚 — номер итерации среди нетри-
виальных итераций общего вида, на которой было построено слово 𝑤𝑛+1.
Требуется доказать, что маршрутный код

𝐷𝑚 = cwk(A)[2..𝑘1] ̃︀𝐶1 · · · cwk(A)[3𝑚−1..𝑘𝑚]𝐶 ′cwk(A)[3𝑚−2..6𝑚+4]𝐶𝑆cwk(𝑝𝑛)

кодирует бесквадратное слово. Подслово 𝐶 ′ = 3233233 — это маршрутный
код суффикса слова 𝑠𝑛+1, согласно Рис. 1.4, а 𝑆 — продолжение маршрутного
кода до замкнутого по (1.6). Напомним, что 𝑝𝑛 = 312 . . . =

←−−−−
A[1..𝑛], причём

|cwk(𝑝𝑛)| < |cwk(A)[3𝑚−2..6𝑚+4]|. По Лемме 9 код

𝐷𝑚 = cwk(A)[2..𝑘1] ̃︀𝐶1cwk(A)[5..𝑘2] ̃︀𝐶2 · · · cwk(A)[3𝑚−1..𝑘𝑚] ̃︀𝐶𝑚

соответствует бесквадратному слову, а

𝐷𝑚 = 𝐷𝑚−1cwk(A)[3𝑚−1..𝑘𝑚]𝐶 ′cwk(A)[3𝑚−2..6𝑚+4]𝐶𝑆cwk(𝑝𝑛).

𝐷𝑚 имеет такую же структуру, что и 𝐷𝑚: это куски маршрутного кода слова
Аршона (каждый следующий длиннее предыдущего), разделённые вставками
𝐶 ′ из Леммы 8 и 𝐶. То есть мы можем полностью воспроизвести доказатель-
ство Леммы 9.

Доказательство Леммы 11. Рисунок 1.6 иллюстрирует структуру слова 𝑣2.
Сверху обозначены слова, бесквадратность которых доказана выше.

От противного, пусть для некоторого 𝑛 из условия (*) (𝑣) не бесквадрат-
но, а значит, 𝑣2 строго содержит слово, являющееся квадратом. Обозначим
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Рис. 1.6: Структура слова 𝑣2 = (𝑝𝑛𝑤𝑛+1𝑠𝑛)
2 = 𝑝𝑛𝑤̄𝑛

𝑦 𝑦𝑢𝑛 𝑢𝑛𝑤4 𝑤4. . . . . .𝑤4 𝑤4
𝑠′𝑛+1 𝑠′𝑛+1𝑠𝑛 𝑠𝑛

Лемма 10

Утверждение Утверждение

Лемма 10

𝑤𝑛+1 𝑤𝑛+1𝑝𝑛 𝑝𝑛

этот квадрат как 𝑋𝑋 = 𝑋(1)𝑋(2). Из доказательства Леммы 10 следует, что
слово 𝑝𝑛𝑤𝑛+1 встречается в 𝑣2 только два раза. То же верно и для 𝑠𝑛: его
маршрутный код состоит из подслова B[𝑚+1..2𝑚+1], вставки 𝐶 и, возмож-
но, дополнения до замкнутого маршрута согласно (1.6), а такого подслова из
B мы ранее не вставляли. Следовательно, слова 𝑝𝑛𝑤𝑛+1 и 𝑠𝑛 не могут быть
подсловами 𝑋. Значит, есть всего три варианта расположения 𝑋𝑋:

1. 𝑋(2) заканчивается в 𝑠𝑛;

2. 𝑋(2) начинается в 𝑠𝑛 и заканчивается в 𝑝𝑛;

3. 𝑋(2) начинается в 𝑝𝑛.

Сначала докажем, что бесквадратно не только слово 𝑠′𝑛+1𝑠𝑛𝑝𝑛, но и 𝑠′𝑛+1𝑠𝑛𝑝𝑛𝑤4.
Пусть, от противного, 𝑠′𝑛+1𝑠𝑛𝑝𝑛𝑤4 содержит квадрат. Понятно, что этот квад-
рат должен захватывать часть 𝑤4. Но перед ним находится подслово Аршона
𝑢𝑛. Очевидно, что 𝑋 содержит какую-то часть 𝑢𝑛, а она является подсловом
Аршона. Значит, это подслово должно «наложиться» на подслово Аршона из
некоторого 𝑠𝑘 или 𝑠𝑛. Но за ним следует либо ещё одно подслово Аршона,
которое не может совпасть с началом 𝑤4, либо «подавляющая Аршона» встав-
ка (из Леммы 8 или 𝐶), которая также не может совпасть с началом 𝑤4, что
легко проверяется в терминах их маршрутных кодов.

Рассмотрим первый случай. 𝑋(2) начинается позже, чем 𝑝𝑛 (случай, в ко-
тором 𝑋(2) начинается в 𝑝𝑛, обсуждается ниже). 𝑋(2) не может содержать
𝑠′𝑛+1, так как ему негде повториться раньше вместе с префиксом 𝑠𝑛. Зна-
чит, 𝑋(2) начинается внутри 𝑠′𝑛+1, то есть 𝑋 не содержит 𝑤4, следовательно,
𝑋(1) начинается в 𝑤4, находящемся непосредственно перед 𝑠′𝑛+1. Значит, весь
квадрат 𝑋𝑋 строго содержится в подслове 𝑤4𝑠

′
𝑛+1𝑠𝑛. Применяя рассуждения,

аналогичные доказательству леммы 9 (суффикс 𝑤4, входящий в 𝑋, может иг-
рать ту же роль, что и вставки, соответствующие маршрутным кодам 𝐶 ′′ и
𝐶), приходим к противоречию.

Во втором случае «подавляющий Аршона» суффикс 𝑠𝑛 повторяется левее
уже в 𝑠𝑛+1 (см. условие (*)). Но тогда период квадрата больше, чем |𝑠𝑛𝑝𝑛|, —
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снова получили противоречие.
В третьем случае 𝑋(2) содержит 𝑤4, следующее за 𝑝𝑛. Самое близкое к

нему вхождение 𝑤4 слева находится перед 𝑠′𝑛+1. Значит, 𝑋 содержит 𝑠′𝑛+1𝑠𝑛.
Но как отмечалось выше, даже 𝑠𝑛 не может быть подсловом 𝑋. Получаем
противоречие, которое и завершает доказательство.

�

Доказательство Теоремы 11. Для бесконечного числа различных значений
𝑛 мы построили серию слов 𝑤̄𝑛 таких, что слово 𝑤̄𝑛 имеет контекст 𝑢𝑛 длины
𝑛, но не имеет никаких контекстов большей длины: 𝑝′𝑛𝑤̄𝑛 = 𝑧𝑢𝑛𝑤̄𝑛 — мини-
мальный квадрат по Лемме 10, а 𝑝𝑛𝑤̄𝑛 = 𝑦𝑢𝑛𝑤̄𝑛 — минимальный квадрат по
Лемме 11, при этом 𝑦 ̸= 𝑧 ̸= 𝑢𝑛(1). А значит, первое утверждение теоремы
доказано.

Теперь докажем утверждение б) теоремы 11. Естественная идея состоит
в следующем: чтобы получить предмаксимальное слово уровня (𝑛, 𝑘), берём
слова 𝑤̄𝑛 и←−̄𝑤 𝑘 и соединяем их с помощью некоторого буферного слова, позво-
ляющего избежать появления квадратов. Таким буферным словом может слу-
жить, например, подслово Аршона длины не менее 7(|𝑤̄𝑛|+ |←−̄𝑤 𝑘|) (из лемм 8 и
9 следует, что слово 𝑤̄𝑛 может быть продолжено подсловом Аршона вправо, а
слово ←−̄𝑤 𝑘, соответственно, влево). Слово 32332 на конце cwk(𝑤̄𝑛) меняется на
32331 по замечанию 10. Здесь нет симметрии: префикс 23323 слова cwk(

←−̄
𝑤 𝑘)

не меняется, так как код Пансьё мы строим слева направо. Таким образом,
мы можем взять любое подслово cwk(A), представляющее из себя произведе-
ние блоков 321 и 231 и вставить его между 32331 на конце cwk(𝑤̄𝑛) и 23323
в начале cwk(

←−̄
𝑤 𝑘), чтобы получить требуемое подслово Аршона. Благодаря

выбранной длине подслова Аршона никакой период не может «перейти» через
него из cwk(𝑤̄𝑛) в cwk(

←−̄
𝑤 𝑘), так как слово Аршона (7/4)+-свободно. Доказа-

тельство теоремы завершено. �



Глава 2

Избегаемость буквенных
шаблонов в бесквадратных словах

В этой главе исследуются буквенные шаблоны длины до 6 включительно в
словах языка SF и доказывается

Теорема 12 Следующие тернарные бесквадратные буквенные шаблоны
избегаемы в языке SF:
а) 𝑥𝑦𝑥𝑧𝑥, 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦;
б) 𝑥𝑦𝑥𝑧𝑦𝑧 и все шаблоны длины 6, подсловами которых являются шаблоны
из а).
Все другие шаблоны длины 6 6 неизбежны в SF.

Туэ показал [80], что любое слово вида 𝑥𝑦𝑧 неизбежно, то есть не только
шаблон 𝑥𝑦𝑧 неизбежен, но и в любом бесквадратном слове, начиная с опре-
делённой длины, встречаются все 6 подслов вида 𝑥𝑦𝑧.

Рассмотрим вначале четырёхбуквенные шаблоны. Заметим, что все слова,
представленные в виде буквенного шаблона, имеют одинаковый код Пансьё.
Коды Пансьё четырёхбуквенных шаблонов имеют длину 2, среди них бес-
квадратными являются 10, 01 и 11. Легко видеть, что благодаря свойствам
бесквадратных кодовых слов такие подслова неизбежны.

Покажем теперь, какие из пяти- и шестибуквенных шаблонов неизбежны,
используя свойства маршрутных кодов, и далее представим идею построения
тернарных бесквадратных слов, избегающих оставшиеся шаблоны.

Прежде всего, рассмотрим все бесквадратные пятибуквенные шаблоны и
их коды Пансьё.

𝑥 𝑦 𝑥 𝑧 𝑥 𝑥 𝑦 𝑥 𝑧 𝑦 𝑥 𝑦 𝑧 𝑥 𝑦

0 1 0 0 1 1 1 1 1
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𝑥 𝑦 𝑧 𝑥 𝑧 𝑥 𝑦 𝑧 𝑦 𝑥

1 1 0 1 0 1

По Лемме 5 буквенные шаблоны 𝑥𝑦𝑥𝑧𝑦 и 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑧 неизбежны, т.к. 11 явля-
ется запрещённым подсловом в бесквадратных маршрутных кодах. Шаблон
𝑥𝑦𝑧𝑦𝑥 тоже неизбежен, потому что подслова 00 и 1111 в коде Пансьё соот-
ветствуют квадратам (иными словами, в коде Пансьё бесконечного бесквад-
ратного слова после ряда единиц обязательно должен встретиться нуль, за
которым может следовать только единица). Другие два буквенных шаблона
длины 5 будут избегаемыми, если существуют бесконечные бесквадратные
маршрутные коды, построенные с использованием только двух букв из алфа-
вита {1, 2, 3} ({1, 2} в случае 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦 и {2, 3} в случае 𝑥𝑦𝑥𝑧𝑥).

Допустим, что нам удалось построить такие маршрутные коды и тем са-
мым доказать избегаемость 𝑥𝑦𝑥𝑧𝑦 и 𝑥𝑦𝑥𝑧𝑥 в языке SF. В таком случае, мы
должны будем рассмотреть только те 6-буквенные шаблоны, которые не со-
держат избегаемых 5-буквенных шаблонов в качестве подслов:

𝑥 𝑦 𝑥 𝑧 𝑦 𝑧 𝑥 𝑦 𝑧 𝑥 𝑧 𝑦 𝑥 𝑦 𝑧 𝑦 𝑥 𝑧

0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1

С помощью рассуждений, аналогичных случаю 5-буквенных шаблонов, мы за-
ключаем, что последние два 6-буквенных шаблона неизбежны. Первый шаб-
лон соответствует букве 2 в маршрутном коде, а значит, если существует бес-
конечный бесквадратный маршрутный код, построенный только из букв 1 и
3, то 𝑥𝑦𝑥𝑧𝑦𝑧 — избегаемый шаблон. Обобщая вышесказанное, Теорема 12 эк-
вивалентна существованию бесконечных бесквадратных маршрутных кодов,
содержащих только две различные буквы, причем любые, из {1, 2, 3}. Легко
видеть, что если такие маршрутные коды существуют, они не содержат кубов
одной буквы и квадратов второй согласно Лемме 5 (например, если эти две
буквы — {2, 3}, то маршрутный код не может содержать подслова 22, посколь-
ку его нельзя продолжить ни вправо, ни влево, сохраняя бесквадратность).
Среди бесконечных бинарных слов таким свойством обладает, например, 𝜔-
слово Фибоначчи F. Мы используем его для получения маршрутных кодов.

2.1 Построение бесквадратных кодов из слов Фи-
боначчи

Приведём свойства слов Фибоначчи, которые понадобятся далее:

1. 𝜔-слово Фибоначчи не содержит подслов 𝑎𝑎𝑎 и 𝑏𝑏 (слово с такими под-
словами не имеет прообраза относительно 𝜙).
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2. Если подслово 𝜔-слова Фибоначчи имеет нетривиальные периоды, то его
минимальный период — число Фибоначчи [24].

3. lexp(F) = 2 + 𝜌, где 𝜌 — золотое сечение. Этот супремум не достигается,
таким образом, локальная экспонента любого слова Фибоначчи меньше,
чем 2 + 𝜌 [44].

4. Если 𝑢𝑘 — подслово F, где 𝑢 ̸= 𝜆, 𝑘 > (2 + 𝜌)/2, то существует 𝑛 > 1
такое, что 𝑢 — сопряжённое к F𝑛 и, более того, каждое вхождение 𝑢𝑘

содержится в некотором максимальном F𝑠
𝑛 для некоторого 𝑠 ∈ [2, 2 +

𝜌) [58].

5. Обозначим 𝑛-е число Фибоначчи как Φ𝑛 (полагая Φ0 = 1, Φ1 = 2). Длина
подслова F с периодом Φ𝑛 не превосходит Φ𝑛+1 + 2Φ𝑛 − 2 [44].

Рассмотрим маршрутные коды, получаемые из слов Фибоначчи при помо-
щи следующих подстановок:

𝜎21 : 𝑎→ 2, 𝑏→ 1 (2.1a)

𝜎31 : 𝑎→ 3, 𝑏→ 1 (2.1b)

𝜎32 : 𝑎→ 3, 𝑏→ 2 (2.1c)

Будем называть такие маршрутные коды маршрутными кодами Фибоначчи.
Обозначим как ℱ𝑛 [ℱ] маршрутный код, полученный из слова Fn [𝜔-слова
F, соответственно] под действием одной из этих подстановок. Когда нужно
уточнить, какая именно подстановка была применена, будем писать ℱ 𝑖𝑗

𝑛 [ℱ 𝑖𝑗]
для 𝜎𝑖𝑗(Fn) [𝜎𝑖𝑗(F), соответственно].

Посмотрим, что за слова 𝑤21, 𝑤31, 𝑤32 получаются при декодировании из
маршрутных кодов Фибоначчи ℱ21,ℱ31,ℱ32 соответственно в предположении,
что мы всегда начинаем декодирование с 𝑎𝑏.

f = 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏 . . .

(1) ℱ21 = 2122121221221 . . .

𝑤21 = 𝑎𝑏𝑎𝑐𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑐𝑎𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏𝑐𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏𝑎𝑐𝑏𝑐𝑎𝑏𝑎𝑐 . . .

(2) ℱ31 = 3133131331331 . . .

𝑤31 = 𝑎𝑏𝑎𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐𝑏𝑎𝑐𝑏𝑐𝑎𝑏𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏𝑎𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏𝑎𝑐 . . .

(3) ℱ32 = 3233232332332 . . .

𝑤32 = 𝑎𝑏𝑎𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏𝑎𝑐𝑏𝑐𝑎𝑏𝑐𝑏𝑎𝑐𝑏𝑐𝑎𝑏𝑎𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐𝑎𝑏𝑎𝑐𝑏 . . .

Комбинируя свойства слов Фибоначчи с Леммой 5, покажем, что маршрут-
ные коды Фибоначчи соответствуют бесквадратным словам. Из следующей
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леммы и приведённых выше рассуждений о кодах Пансьё пяти- и шестибук-
венных шаблонов немедленно следует утверждение Теоремы 12.

Лемма 12 Маршрутные коды Фибоначчи бесквадратны.

Доказательство. Покажем, что маршрутные коды Фибоначчи ℱ 𝑖𝑗 удовлетво-
ряют условиям (а) и (б) Леммы 5 и, следовательно, декодируются в бесквад-
ратные слова.

Используя свойство 1 слов Фибоначчи, легко понять, что маршрутные
коды Фибоначчи не содержат запрещённых подслов из условия (а) Леммы 5.
Значит, осталось проверить, что маршрутные коды Фибоначчи не содержат
подслов вида 𝑈𝑉 𝑈 , где 𝑈𝑉 помечает замкнутый маршрут во взвешенном
графе 𝐾3,3, а |𝑈 | = 2.

Рассмотрим периодические подслова 𝜔-слова Фибоначчи. Возможны два
принципиально разных с точки зрения рассуждений случая:

Случай 1: Периоды не являются числами Фибоначчи. Благодаря свой-
ству 4 мы знаем, что F не содержит периодических подслов экспоненты боль-
шей, чем (2 + 𝜌)/2, период которых не является числом Фибоначчи. Для
достаточно больших периодов 𝑝 выполняется (2𝑝 − 2)/𝑝 > (2 + 𝜌)/2, значит,
мы не встретим запрещённых подслов вида 𝑈𝑉 𝑈 , где |𝑈𝑉 | = 𝑝. Проверим
короткие периоды 𝑝 такие, что 𝑝 чётно (в случае нечётного 𝑝 маршрут будет
не замкнут), (2𝑝− 2)/𝑝 6 (2 + 𝜌)/2 и 𝑝 не число Фибоначчи. Такие значения 𝑝
— это 4, 6 и 10. Подслова таких длин в F, соответствующие замкнутым марш-
рутам, — это 𝑏𝑎𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎, 𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎, 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏, 𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎, 𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏,
𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎, 𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎 (для всех трёх подстановок 𝜎𝑖𝑗, т.к. граф на Рис. 1.3
симметричен). Проверим слова 𝑈𝑉 𝑈 в каждом случае. Очевидно, что 𝑏𝑎𝑎𝑏𝑏𝑎
нет среди подслов F. Рассмотрим подслово 𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎 и его циклические сдви-
ги. Так как 𝑎𝑏𝑎 𝑎𝑏𝑎 𝑎𝑏𝑎 = 𝜙(𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎)𝑎, последняя 𝑎 должна быть префиксом
образа 𝑎, в противном случае 𝜙−1(𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎 . . .) = 𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏 = 𝜙(𝑎𝑎𝑎), противо-
речие со свойством 1. Левая сторона проверяется аналогично. Для длины 10
𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏 = (𝑎𝑏𝑎𝑎𝑏)2 = F2

3 и длина подслова с таким периодом не более 16
(|F4|+ 2|F3| − 2, см. свойство 5). Другие перечисленные подслова длины 10 —
сопряжённые с F2

3, значит, такое же наблюдение справедливо и для них.
Случай 2: Периоды являются числами Фибоначчи. Покажем, что марш-

рутный код, полученный из слова F𝑛, не замкнут для любого 𝑛 на примере
подстановки (2.1a). Благодаря симметрии в 𝐾3,3 аналогичное доказательство
применимо в остальных двух случаях. Рассмотрим последовательность {𝑆𝑛}
кратчайших маршрутных кодов (над {1, 2}) таких, что ℱ𝑛𝑆𝑛 замкнутый марш-
рутный код (см. Рис. 1.3). Мы хотим убедиться, что все кодовые маршруты
𝑆𝑛 непусты. Так как ℱ𝑛𝑆𝑛−2𝑆𝑛−1 = ℱ𝑛−1ℱ𝑛−2𝑆𝑛−2𝑆𝑛−1 — замкнутый маршрут-
ный код, маршрутный код 𝑆𝑛 получается из 𝑆𝑛−2𝑆𝑛−1 удалением всех циклов.
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ℱ0 = 2⇒ 𝑆0 = 2,
ℱ1 = 21⇒ 𝑆1 = 12,
𝑆2 = 212,
𝑆3 = ���1221 2 = 2,
𝑆4 = 21��22 = 21,
𝑆5 = ��22 1 = 1,
𝑆6 = 2��11 = 2 = 𝑆0,
𝑆7 = 12 = 𝑆1,
𝑆8 = 212 = 𝑆2, . . ..

Легко видеть, что 𝑆𝑛 — последовательность с периодом 6 и все слова 𝑆𝑛

непусты, отсюда следует, что маршрутный код, полученный из любого сло-
ва Фибоначчи, незамкнут. Теперь заметим, что любое слово, сопряжённое к
замкнутому маршрутному коду, замкнуто. Следовательно, можно заключить,
что маршрутные коды, полученные из всех слов, сопряжённых к словам Фи-
боначчи, незамкнуты. Отметим также, что если ℱ𝑛𝑆𝑛 — замкнутый маршрут,
то ℱ𝑛ℱ𝑛𝑆𝑛𝑆𝑛 также замкнут, а 𝑆𝑛𝑆𝑛 замкнут тогда и только тогда, когда за-
мкнут ℱ𝑛ℱ𝑛. Глядя на последовательность 𝑆𝑛, видим, что 𝑆𝑛𝑆𝑛 замкнуто для
𝑛 = 6𝑘, 2+6𝑘, 3+6𝑘, 5+6𝑘, 𝑘 ∈ N0, а именно, в тех случаях, когда длины слов
𝑆𝑛 нечётны. Отсюда ℱ𝑛ℱ𝑛 является замкнутым маршрутом тогда и только
тогда, когда длина ℱ𝑛 нечётна.

Предположим, что ℱ содержит подслово 𝑈𝑉 𝑈 из Леммы 5(b), где 𝑈𝑉
— сопряжённое к ℱ𝑛ℱ𝑛 для некоторого 𝑛. Тогда слово 𝑈𝑉 𝑈 имеет период
Φ𝑛 и длину < (2 + 𝜌)Φ𝑛 по свойству 3. Тогда длина слова 𝑈𝑉 𝑈 меньше,
чем (2|𝑋𝑌 | − 2) для всех достаточно больших 𝑛. Легко проверить, что будет
достаточно взять 𝑛 = 5, тогда |𝑋𝑌 | = 2Φ5 = 26. Для меньших 𝑛 (2 и 3)
получаем периоды 6 и 10, которые были рассмотрены в предыдущем случае.

Таким образом, лемма доказана. �

2.2 Экспоненты слов, избегающих 5- и 6-буквенные
шаблоны

Как уже неоднократно упоминалось, минимальная локальная экспонента тер-
нарного бесконечного слова равна 7/4 (эта граница достигается, например,
на слове Аршона A). Естественный вопрос состоит в том, как влияют на
минимальную локальную экспоненту дополнительные запреты на буквенные
шаблоны, рассматриваемые в этой главе. В этом разделе даются оценки ми-
нимальных экспонент тернарных бесквадратных слов, избегающих шаблоны
𝑥𝑦𝑥𝑧𝑥, 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦 и 𝑥𝑦𝑥𝑧𝑦𝑧. Находя критические экспоненты построенных слов
𝑤𝑖𝑗 и получая некоторые нижние границы, мы доказываем следующую теоре-



ИЗБЕГАЕМОСТЬ БУКВЕННЫХ ШАБЛОНОВ В SF 62

му.

Теорема 13 Минимальная критическая экспонента тернарного бесквад-
ратного слова, избегающего буквенный шаблон длины 6 6
(1) равна 15/8 для шаблона 𝑥𝑦𝑥𝑧𝑥,
(2) равна 11/6 для шаблона 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑦, и
(3) не превосходит 1 + 𝜌/2 для шаблона 𝑥𝑦𝑥𝑧𝑦𝑧, где 𝜌 — золотое сечение.

Замечание 15 Используя свойство слов Фибоначчи F𝑛 = F𝑛−1F𝑛−2, можно
получить последовательность равенств:

F𝑛 = F𝑛−1F𝑛−2 =

F𝑛−2F𝑛−3F𝑛−2 =

F𝑛−3F𝑛−4F𝑛−3F𝑛−3F𝑛−4 =

F𝑛−3F𝑛−4F𝑛−4F𝑛−5F𝑛−4 . . . =

F𝑛−3F𝑛−4F𝑛−4F𝑛−5F𝑛−5F𝑛−6 . . . =

F𝑛−3F𝑛−4F𝑛−4F𝑛−5F𝑛−6F𝑛−7 . . . =

F𝑛−3F𝑛−4F𝑛−4F𝑛−4F𝑛−7 . . .

Значит, для любого 𝑛 > 2 куб F𝑛F𝑛F𝑛 встречается в F, и для 𝑛 > 3 этот
куб — образ куба F𝑛−1F𝑛−1F𝑛−1. Заметим, что слова Фибоначчи поочерёдно
заканчиваются либо на 𝑎𝑏, либо на 𝑏𝑎, а значит, период |F𝑛| не может
быть продолжен влево.

Лемма 13 lexp(𝑤21) = 11/6, lexp(𝑤31) = 1 + 𝜌/2, lexp(𝑤32) = 15/8.

Доказательство. Для вычисления критических экспонент слов 𝑤21, 𝑤31, 𝑤32

нам нужно рассмотреть два типа подслов в ℱ , декодирующихся в периодиче-
ские слова:
(1) подслова вида 𝑈𝑉 𝑈 , где |𝑈𝑉 | > 6 и 𝑈𝑉 — метка замкнутого маршрута
(случай |𝑈𝑉 | = 4 невозможен, см. доказательство Леммы 12). Как мы виде-
ли ранее, максимальные по включению подслова такого вида в ℱ имеют вид
ℱ𝑛ℱ𝑛ℱ𝑛𝑍, где 𝑍 — префикс ℱ𝑛);
(2) подслова, декодирующиеся в слова с периодами меньше 11 (см. Замеча-
ние 3.3).

Для удобства будем полагать, что код Пансьё, соответствующий данному
маршрутному коду, всегда начинается с 0 и заканчивается на 1. Например,
маршрутный код (121)3 соответствует кодовому слову (0101101)3. В таком слу-
чае длина кода Пансьё всегда равна сумме длины маршрутного кода и суммы
его цифр. Напомним, что код Пансьё длины 𝑛 соответствует тернарному сло-
ву длины 𝑛+2.

1. Оценим экспоненты подслов типа (1) слов 𝑤𝑖𝑗. Минимальный период
слова 𝑢 — результата декодирования из ℱ𝑛ℱ𝑛ℱ𝑛𝑍, где ℱ𝑛ℱ𝑛 — замкнутый
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маршрут, — равен длине 𝑝 кодового слова, соответствуюшего ℱ𝑛ℱ𝑛, в свою
очередь 𝑝 = 𝑠+ 𝑙, где 𝑠 — сумма цифр маршрутного кода ℱ𝑛ℱ𝑛, а 𝑙 = |ℱ𝑛ℱ𝑛|.
Длина слова 𝑢 — это сумма цифр кода ℱ𝑛ℱ𝑛ℱ𝑛𝑍 плюс |ℱ𝑛ℱ𝑛ℱ𝑛𝑍|+ 2.

Далее, периодическое подслово в 𝑤𝑖𝑗 с периодом, обусловленным ℱ𝑛ℱ𝑛 в
его маршрутном коде, ещё на несколько символов длиннее, чем слово 𝑢, де-
кодированное из ℱ𝑛ℱ𝑛ℱ𝑛𝑍. Рассмотрим, например, ℱ21. Предположим, что
подслову ℱ𝑛ℱ𝑛ℱ𝑛𝑍 предшествует 1. Так как эта 1 нарушает период |ℱ𝑛| (см.
Замечание 15), то продолжить его можно, заменив 1 на 2. А значит, в тер-
минах кодов Пансьё период будет продолжен, если мы добавим 110 слева.
Так как мы имеем вместо этого 10, период продолжается влево всего на 1
символ в кодовом слове, а значит, и на один символ в 𝑤21. Заметим, что
смена ролей 1 и 2 не влияет на результат. Теперь посмотрим на продолжение
вправо: если следующий символ после 𝑍 в маршрутном коде — 1 [2], то в
коде Пансьё имеем продолжение 010 [011, соответственно]. Отсюда период
в кодовом слове продолжается ровно на 2 символа. В итоге получается, что
периодическое подслово в 𝑤21 с периодом, порождённым вхождением ℱ𝑛ℱ𝑛

в маршрутном коде, имеет длину, равную сумме цифр кода ℱ𝑛ℱ𝑛ℱ𝑛𝑍 плюс
|ℱ𝑛ℱ𝑛ℱ𝑛𝑍|+ 5. Точно такие же рассуждения для оставшихся двух слов дают
такую же константу 5 для 𝑤31 и константу 7 для 𝑤32.

Используя свойство 5, получаем |ℱ𝑛ℱ𝑛ℱ𝑛𝑍| 6 Φ𝑛+1+2Φ𝑛−2 = Φ𝑛+Φ𝑛−1+
2Φ𝑛 − 2 = 3Φ𝑛 + Φ𝑛−1 − 2, т.е., 𝑍 является префиксом ℱ𝑛 длины 6 Φ𝑛−1 − 2.
Количество букв 𝑎 в 𝑓𝑛 равно Φ𝑛−1, количество букв 𝑏 равно Φ𝑛−2. Обозначим
как 𝛼 и 𝛽 образы 𝑎 и 𝑏 соответственно под действием подстановки 𝜎𝑖𝑗.

Помня, что суффикс длины 2 любого 𝑓𝑛 — это 𝑎𝑏 или 𝑏𝑎, мы можем
установить верхнюю границу локальной экспоненты периодического слова 𝑤,
порождённого в 𝑤𝑖𝑗 подсловом ℱ𝑛ℱ𝑛ℱ𝑛𝑍 в маршрутном коде:

|𝑤| 6 3(𝛼Φ𝑛−1 + 𝛽Φ𝑛−2 +Φ𝑛) + 𝛼(Φ𝑛−2 − 1) + 𝛽(Φ𝑛−3 − 1) + (Φ𝑛−1 − 2) +𝑚,

где 𝑚 = 5 для 𝑤21, 𝑤31,𝑚 = 7 для 𝑤32,

lexp(𝑤) 6 3(𝛼Φ𝑛−1 + 𝛽Φ𝑛−2 +Φ𝑛) + 𝛼(Φ𝑛−2 − 1) + 𝛽(Φ𝑛−3 − 1) + (Φ𝑛−1 − 2) +𝑚

2(𝛼Φ𝑛−1 + 𝛽Φ𝑛−2 +Φ𝑛)

=
3

2
+

𝛼Φ𝑛−2 + 𝛽Φ𝑛−3 +Φ𝑛−1 − 𝛼− 𝛽 − 2 +𝑚

2(𝛼Φ𝑛−1 + 𝛽Φ𝑛−2 +Φ𝑛)
.

Для 𝛼 = 2, 𝛽 = 1 имеем

lexp(𝑤) 6 3

2
+

2Φ𝑛−2 + Φ𝑛−3 + Φ𝑛−1

2(2Φ𝑛−1 + Φ𝑛−2 + Φ𝑛)
=

3

2
+

Φ𝑛+1

2Φ𝑛+2

= 1 +
Φ𝑛+3

2Φ𝑛+2

.

Эта оценка стремится к 1 + 𝜌/2 при 𝑛→∞, а её максимум 29/16 достигается
при 𝑛 = 2.
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Для 𝛼 = 3, 𝛽 = 1:

lexp(𝑤) 6 3

2
+

3Φ𝑛−2 + Φ𝑛−3 + Φ𝑛−1 − 1

2(3Φ𝑛−1 + Φ𝑛−2 + Φ𝑛)
=

3

2
+

2Φ𝑛 − 1

4Φ𝑛+1

= 1 +
Φ𝑛+2 − 1/2

2Φ𝑛+1

.

Эта оценка также стремится к 1 +𝜌/2 при 𝑛→∞. Используя явную формулу

Φ𝑛 =
1√
5

(︁
𝜌𝑛 + (−1)𝑛+1𝜌−𝑛

)︁

для чисел Фибоначчи, нетрудно убедиться, что наша оценка меньше 1 + 𝜌/2
для любого 𝑛 > 2.

Наконец, для 𝛼 = 3, 𝛽 = 2:

lexp(𝑤) 6 3

2
+

3Φ𝑛−2 + 2Φ𝑛−3 + Φ𝑛−1

2(3Φ𝑛−1 + 2Φ𝑛−2 + Φ𝑛)
=

3

2
+

Φ𝑛+1 + Φ𝑛−1

2(Φ𝑛+2 + Φ𝑛)
= 1 +

Φ𝑛+3 + Φ𝑛+1

2(Φ𝑛+2 + Φ𝑛)
.

Снова, предел этого выражения при 𝑛 → ∞ равен 1 + 𝜌/2. С точностью до
множителя 1/2 эта дробь ведёт себя почти также, как отношение между
(𝑛+1)-м и 𝑛-м числами Фибоначчи: сходится к 𝜌 и поочерёдно то больше, то
меньше, чем 𝜌. Её максимум 9/11 достигается при 𝑛 = 2, давая нам верхнюю
оценку 20/11.

2. Короткие периодические подслова проверим напрямую. Благодаря Заме-
чанию 3.3 достаточно проверить только периоды 6 и 8.

1. Маршрутный код Фибоначчи ℱ , полученный с помощью подстанов-
ки (2.1a) содержит подслово 1221, декодируемое в слово 𝑎 𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏𝑐 𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏 𝑎
с локальной экспонентой 11/6 > 29/16. 𝑤21 не имеет подслов с периодом
8, поскольку кодовые маршруты таких подслов должны содержать 33.
Следовательно, локальная экспонента 𝑤21 равна 11/6.

2. Маршрутный код Фибоначчи ℱ , полученный с помощью подстанов-
ки (2.1b) не содержит подслов 1221 и 2332, декодируемых в слова с
локальными экспонентами больше, чем 1 + 𝜌/2 (с периодами 6 и 8,
соответственно), следовательно, локальная экспонента слова 𝑤31 равна
1 + 𝜌/2. Заметим, что в отличие от двух других случаев, это значение
никогда не достигается.

3. Маршрутный код Фибоначчи ℱ , полученный с помощью подстанов-
ки (2.1c) содержит подслово 2332, декодируемое в слово 𝑎 𝑏𝑎𝑐𝑏𝑐𝑎𝑏𝑐 𝑏𝑎𝑐𝑏𝑐
𝑎𝑏 𝑎 с локальной экспонентой 15/8 > 20/11. Следовательно, локальная
экспонента 𝑤32 равна 15/8.
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�

Доказательство Теоремы 13. (1) Любое слово 𝑤 ∈ SF, избегающее шаблон
𝑥𝑦𝑥𝑧𝑥, имеет подслово, порождённое подсловом 2332 в маршрутном коде по
Лемме 5, следовательно, lexp(𝑤) > 15/8, как было показано в доказательстве
Леммы 13. Слово 𝑤32 служит примером того, что эта оценка точна.
(2) Заменив 2332 на 1221, 𝑤32 на 𝑤21 и 15/8 на 11/6 в предыдущем случае,
получаем требуемое.
(3) Слово 𝑤31 избегает 𝑥𝑦𝑥𝑧𝑦𝑧 и lexp(𝑤31) 6 1 + 𝜌/2. �

2.3 Дальнейшие перспективы исследования бук-
венных шаблонов

Исследование избегаемости буквенных шаблонов в тернарных бесквадратных
словах может быть расширено на бо́льшие длины шаблонов. Легко проверить,
что единственный 7-буквенный шаблон, не содержащий избегаемых шабло-
нов меньших длин, — это 𝑥𝑦𝑧𝑥𝑧𝑦𝑥. Доказательство его избегаемости завер-
шило бы классификацию буквенных шаблонов, избегаемых в языке SF. Этот
шаблон имеет код Пансьё 11011. Значит, маршрутный код бесконечного тер-
нарного слова, избегающего этот шаблон, не содержит подслов из множества
22, 23, 32, 33. Следовательно, после каждой 2 и 3 должна быть 1. Неясно, мо-
жет ли такой маршрутный код быть построен, но нам снова нужна бинарная
последовательность над алфавитом {12, 13}, а значит, предложенный подход
может дать результат и в этом случае.



Глава 3

Структура префиксного дерева
тернарного бесквадратного языка

В этой главе пойдёт речь о результатах, полученных в ходе изучения струк-
туры префиксного дерева языка SF. А именно, будет доказано, что длина
неветвящейся цепи (фиксированного правого контекста), порождённой словом
в этом дереве, — логарифмическая от длины слова. Также получена нижняя
оценка доли ветвящихся узлов в произвольной бесконечной цепи этого дере-
ва. Более точно, основными результатами являются

Теорема 14 Любой фиксированный контекст тернарного бесквадратного
𝑤 имеет длину 𝑂(log |𝑤|).

Теорема 15 Пусть 𝑤 ∈ SF — 𝜔-слово и 𝑏(𝑛) — количество ветвящихся
узлов на пути (𝜆,𝑤[1..𝑛]) в дереве префиксного порядка языка SF. Тогда
lim inf𝑛→∞

𝑏(𝑛)
𝑛
> 2

9
.

Пусть 𝑤 — бесквадратное слово. Назовём букву 𝑤[𝑖] фиксированной 𝑝-
квадратом, если 𝑤[𝑖−2𝑝+1..𝑖−1]𝑦 — 𝑝-квадрат, где 𝑦 — буква, отличная и от
𝑤[𝑖], и от 𝑤[𝑖−1]. С точки зрения структуры префиксного дерева это означает,
что узел, помеченный словом 𝑤[1..𝑖 − 1], имеет только одного потомка. За-
метим, что в любом фиксированном контексте бесквадратного слова каждая
буква фиксирована каким-нибудь квадратом.

Доказательство Теоремы 14 производится в 2 этапа. Чтобы получить оцен-
ку длины фиксированного контекста слова, мы разделяем все квадраты на
«короткие» и «длинные» и по отдельности находим верхнюю оценку для коли-
чества букв в фиксированном контексте, фиксированных короткими и длин-
ными квадратами. Объединение полученных результатов позволяет доказать
Теоремы 14 и 15.

66
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3.1 Логарифмическая оценка длины фиксиро-
ванного контекста

3.1.1 Короткие квадраты

Мы называем квадраты с периодом 6 17 короткими (согласно Теореме 1,
17 — это наибольшее значение периода, для которого не существует мини-
мального квадрата). Наша цель — получить верхнюю оценку количества букв
в тернарном бесквадратном слове, фиксированных короткими квадратами. А
именно, мы докажем следующую лемму.

Лемма 14 Пусть 𝑡, 𝑙 ∈ N и 𝑤 — бесквадратное слово такое, что либо
|𝑤| > 𝑡+𝑙, либо 𝑤 бесконечно. Тогда из позиций в отрезке [𝑡+1..𝑡+𝑙] не
более 2𝑙+5

3
букв фиксировано короткими квадратами.

Для доказательства этой леммы мы используем кодировку Пансьё, опи-
санную в подразделе 1.3.1. Будем рассматривать коды Пансьё всевозможных
коротких квадратов. Мы найдём в них позиции, фиксированные другими ко-
роткими квадратами, и далее выделим диапазоны позиций, в которых все
буквы фиксированы короткими квадратами и соответствующие им последова-
тельности периодов этих квадратов. Оказывается, что длина такой последова-
тельности периодов не превосходит 5 и по индукции любое слово может быть
разбито на подслова, в каждом из которых доля букв, фиксированных ко-
роткими квадратами, не превосходит 2/3 за исключением, возможно, самого
первого подслова.

Для всех допустимых периодов 𝑝 6 17 существует единственный цикли-
ческий код Пансьё, кодирующий бесквадратное циклическое слово длины 𝑝
(см. [75], а также Теорему 1); ниже приведены эти коды:

(111) 3 (01110111) 8 (0101110110111) 13

(0101) 4 (01011010111) 11 (010110101101011) 15

(011011) 6 (010110111011) 12 (0101101101011011) 16

(3.1)

Напомним, как получить код минимального квадрата из кода циклического
слова (𝑢): нужно удвоить 𝑢 или любое из сопряжённых с ним слов и удалить
две последние буквы. Например, получим код Пансьё минимального квадрата
𝑢′ из циклического бесквадратного кода (𝑢) = (01110111). Беря сопряжённый
к 𝑢 код 11011101, удваивая его и удаляя две последние буквы, получаем
𝑢′ = 11011101 110111. Слово 𝑢′ имеет длину 14 и период 8, значит, декоди-
рованное слово будет иметь длину 16 и такой же период 8 (а значит, будет
минимальным 8-квадратом). Кроме того, легко видеть, что любой 2-квадрат
имеет код Пансьё 00.
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Пусть 𝑤 ∈ SF. Если некоторая его буква 𝑤[𝑖] фиксирована 𝑝-квадратом, то
подслово его кода Пансьё cwd(𝑤)[𝑖−2𝑝+1..𝑖−2] отличается от кода минималь-
ного квадрата только последней буквой. Мы говорим, что буква cwd(𝑤)[𝑖−2]
также фиксирована 𝑝-квадратом и называем эти бесквадратные коды на-
рушенными 𝑝-квадратами. Ниже проиллюстрировано получение из слова 𝑢′

нарушенного 8-квадрата:

𝑤 = · · · 𝑎 𝑏 𝑐 𝑎 𝑐 𝑏 𝑎 𝑐 𝑎 𝑏 𝑐 𝑎 𝑐 𝑏 𝑎 𝑏 · · ·
cwd(𝑤) = · · · 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 · · ·

Полный список нарушенных 𝑝-квадратов (см. Таблицу 3.1) может быть полу-
чен из (3.1): нужно построить коды квадратов и изменить в них последнюю
букву; если полученное слово не имеет собственного суффикса, являющегося
кодом квадрата, то оно — нарушенный квадрат.

Для каждого кода Пансьё 𝑢 мы определяем его фиксирующую последова-
тельность fix(𝑢) как слово над алфавитом {2, 3, 4, 6, 8, 11, 12, 13, 15, 16, ?}длины
|𝑢| такое, что fix(𝑢)[𝑖] = 𝑝, если 𝑢[𝑖] фиксирована 𝑝-квадратом, где 𝑝 6 17, и
fix(𝑢)[𝑖] =? иначе (т. е., если 𝑢[𝑖] либо не фиксирована, либо фиксирована
длинным квадратом). Например,

𝑢 = 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0

fix(𝑢) = ? ? ? 2 ? ? 3 2 ? ? 3 2 ? 8
(3.2)

Лемма 14 говорит в точности, что

(♯) для любого кода Пансьё 𝑢 и 𝑡, 𝑙 ∈ N подслово fix(𝑢)[𝑡+1..𝑡+𝑙] содержит
не более 2𝑙+5

3
чисел.

Заметим, что fix(𝑢)[1] =? для любого кода 𝑢. Последовательность чисел 𝑣 на-
зовём максимальной, если ?𝑣? — подслово какой-то фиксирующей последова-
тельности. Количество чисел в подслове 𝑣 фиксируюшей последовательности
обозначим как 𝑁(𝑣). Чтобы доказать (♯), найдём сначала все максимальные
последовательности.

Пусть буква 𝑤[𝑖] фиксирована 𝑝-квадратом, 𝑢 = cwd(𝑤), 𝑖 > 2𝑝. Тогда
𝑢[𝑖−2𝑝+1..𝑖−2] — нарушенный квадрат и, к тому же, 𝑢[𝑖−2𝑝] ̸= 𝑢[𝑖−𝑝]. Ина-
че подслово 𝑢[𝑖−2𝑝..𝑖−3] кодировало бы 𝑝-квадрат. Мы будем называть такой
нарушенный квадрат 𝑢[𝑖−2𝑝+1..𝑖−2] регулярным. Заметим, что не все на-
рушенные квадраты регулярны: присоединение буквы слева может привести
к появлению квадрата. Список коротких регулярных нарушенных квадратов
приведён в первой колонке Таблицы 3.1.

Все максимальные последовательности могут быть найдены следующим
образом. Если 𝑣 = fix(𝑢)[𝑖..𝑗] — максимальная последовательность, то 𝑢 со-
держит нарушенные квадраты из списка в Таблице 3.1, заканчивающиеся в
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Таблица 3.1: Все регулярные (слева) и нерегулярные (справа) короткие нарушенные
квадраты. В левой колонке буква, выделенная жирным, продолжает нарушенный
квадрат влево. Коды Пансьё из списка (1.1) подчёркнуты.
1 01 2 0110110111 62

0 1110 3 11101110111010 82

1 101011 4 01101011101011010110 111

0 1011011010 61 01011101011010111011 112

0 11011101110110 81 11101011010111010111 113

1 1101110110101101110111 121 10101101011101011011 114

0 1011010110111011010111 122 101011011101101011011 124

1 1101011011101101011010 123 0110111011010110111010 125

1 101110110111010111011010 131 0111011010110111011011 126

0 101101110101110110111011 132 101011101101110101110111 135

0 101110101110110111010110 133 011101101110101110110110 136

0 110101110110111010111010 134 0101101011010110101101011011 152

1 1101011010110101101011010111 151 011011010110110101101101011010 162

1 110110101101101011011010110111 161 010110110101101101011011010111 163

каждой позиции из отрезка [𝑖..𝑗]. Мы проверяем список в порядке возрастания
длины. Обрабатывая нарушенный 𝑝-квадрат 𝑢, мы ищем в нём самую послед-
нюю букву, которая не может быть фиксирована никаким 𝑞-квадратом (𝑞 6 𝑝)
в любом вхождении 𝑢 в бесквадратное кодовое слово. После этого мы продол-
жаем 𝑢 вправо, пока добавляемые буквы фиксированы какими-то квадратами
с периодами 6 𝑝. Оба процесса конечны для каждого нарушенного 𝑝-квадрата,
а значит, поиск даёт нам полный список максимальных последовательностей:

2 62 3 2 3 2 112 2 4 122 3 2 2 126 3 2 134 2 152
3 2 81 2 2 4 113 3 2 2 123 2 4 2 131 2 4 135 3 2 161 3 2

2 4 3 2 82 2 4 2 114 2 124 3 2 132 2 4 136 2 162 2 4

2 61 2 4 2 4 111 2 121 3 2 3 2 125 2 4 2 4 133 2 2 4 151 3 2 2 4 163 3 2

(3.3)

Рассуждения похожи для всех кодов коротких регулярных нарушенных квад-
ратов, так что мы рассмотрим только один из них — 122:

𝑢 = 1011010110111011010111← 01

Мы видим два нарушенных квадрата (выделены чертами сверху и снизу),
оканчивающихся в двух предпоследних позициях 𝑢, но ни один нарушенный
квадрат не соответствует позиции перед этими двумя. Далее, 𝑢 имеет фик-
сированный контекст 01, что добавляет нам ещё два числа в максимальную
последовательность, но следующая позиция после этих двух не может быть
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фиксирована никаким коротким квадратом. Таким образом, мы получаем мак-
симальную последовательность 2 4 122 3 2.

Теперь завершим доказательство (♯) (а значит, и Леммы 14). Рассмотрим
бесквадратное кодовое слово 𝑢 и фрагмент его фиксирующей последователь-
ности 𝑣 = fix(𝑢)[𝑡+1..𝑡+𝑙]. Так как мы хотим ограничить 𝑁(𝑣) сверху, то
полагаем без ограничения общности, что 𝑣 начинается и заканчивается мак-
симальными последовательностями, т. е., 𝑣 = 𝑣1?

𝑗1𝑣2?
𝑗2 · · · 𝑣𝑘, где каждое 𝑣𝑖

— максимальная последовательность и каждое 𝑗𝑖 > 1. Докажем оценку ин-
дукцией по 𝑘. База индукции 𝑘 = 1. В этом случае само 𝑣 максимальная
последовательность, 𝑙 6 5 по (3.3), а значит, 𝑁(𝑣) = 𝑙 = 2𝑙+𝑙

3
≤ 2𝑙+5

3
, как и

требовалось.
На шаге индукции рассмотрим 𝑣𝑘. Если |𝑣𝑘| 6 2, то слово 𝑣′ =

𝑣1?
𝑗1𝑣2?

𝑗2 · · · 𝑣𝑘−1 удовлетворяет 𝑁(𝑣′) = 𝑁(𝑣) − 2 и |𝑣′| 6 𝑙 − 3. По предпо-
ложению индукции 𝑁(𝑣) = 2 +𝑁(𝑣′) 6 2 + 2(𝑙−3)+5

3
= 2𝑙+5

3
. Пусть |𝑣𝑘| > 2. Де-

вятнадцать возможных значений 𝑣𝑘 удовлетворяют этому условию, см. (3.3).
Каждое из них кодирует некоторый суффикс кода Пансьё 𝑢[1..𝑙] (или всё
слово 𝑢[1..𝑙] целиком при условии нерегулярного нарушенного квадрата). Из
этого подслова 𝑢 можно восстановить несколько предыдущих элементов сло-
ва 𝑣, используя два правила: (1) если 𝑢 содержит нарушенный 𝑝-квадрат из
Таблицы 3.1, поставим 𝑝 в соответствие последней позиции этого подслова;
(2) если никакое слово из Таблицы 3.1 не может заканчиваться в данной
позиции 𝑢, поставим ей в соответствие вопросительный знак. Цель — восста-
новить подслово фиксирующей последовательности, которое кончается на 𝑣𝑘
и имеет не более 2/3 позиций, занятых числами. Результаты собраны в табли-
це 3.2. Цель достигается для всех слов 𝑣𝑘, кроме двух; в этих двух особенных
случаях восклицательные знаки обозначают позиции, где нам нужны вопро-
сительные знаки для получения требуемой границы 2/3, но гарантировать их
мы не можем.

Если 𝑣𝑘 = 2 61 2 4 [𝑣𝑘 = 2 4 151 3 2], то есть два нарушенных квадрата,
114 и 152 [один 111, соответственно], которые могут кончаться в позиции,
где стоит “!”. Все эти квадраты нерегулярны, значит, нам известно целиком
все слово 𝑢[1..𝑙] в обоих случаях, и мы доказываем (♯) прямой проверкой
соответствующих строк таблицы 3.2.

После исключения особых случаев, восклицательные знаки можно заме-
нить на вопросительные. Пусть 𝑣 — восстановленная часть fix(𝑢). Если 𝑣
содержит 𝑣, то неравенство 𝑁(𝑣) 6 2𝑙+5

3
проверяется непосредственно. Ина-

че 𝑣 =?𝑗𝑖𝑣𝑖+1𝑗
𝑗𝑖+1 · · · 𝑣𝑘. Пусть 𝑣 = 𝑣′𝑣. Имеем 𝑁(𝑣) 6 2|𝑣|/3 по Таблице 3.2

и 𝑁(𝑣′) 6 2|𝑣′|+5
3

по предположению индукции. Следовательно, 𝑁(𝑣) 6 2𝑙+5
3

.
Шаг индукции доказан, а значит, и (♯) и Лемма 14.
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Таблица 3.2: Восстановленные фрагменты фиксирующих последовательностей. Мак-
симальная последовательность (1-я колонка) определяет подслово кода Пансьё (2-я
колонка, верх), которое, в свою очередь, определяет подслово фиксирующей после-
довательности (2-я колонка, низ); отношение количества чисел в последнем к его
длине (3-я колонка) меньше или равно 2/3. В двух особых случаях ’!’ может быть
заменён либо на период нерегулярного нарушенного квадрата, либо на ’?’.
Макс. по-
следова-
тельность

Код Пансьё и суффикс его фиксирующей последовательности
Доля

коротких
квадратов

2 61 2 4
0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1

! ∈ {114, 152, ?} ! ? 2 6 2 4 2/3

62 3 2
0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1
? 2 ? ? 2 ? ? 2 ? 6 3 2 1/2

3 2 82 2 4
1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1
? ? ? 3 2 ? ? 3 2 ? ? 3 2 8 2 4 9/16

2 4 111 2
0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1
? 2 ? ? 2 ? 2 4 ? 3 2 ? 2 4 ? 2 ? 2 4 11 2 13/21

3 2 112
0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1
? 2 ? 2 4 ? 3 2 ? 2 4 ? 2 ? 2 4 ? 3 2 11 13/22

2 4 113 3 2
1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1
? ? ? 3 2 ? 2 4 ? 2 ? 2 4 ? 3 2 ? 2 4 11 3 2 7/12

121 3 2
1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1

? ? 3 2 ? 12 3 2 5/8

2 4 122 3 2
0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1

? ? 2 ? 2 4 12 3 2 2/3

2 123 2 4
1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1

? ? 2 ? 2 4 ? 2 12 2 4 7/11

3 2 125 2 4
0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1
? 2 ? ? 2 ? ? 3 2 ? ? 2 ? 2 4 ? 2 ? ? 3 2 12 2 4 13/24

2 131 2 4
1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1

? ? 2 13 2 4 2/3

3 2 132
0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1

? ? 3 2 13 3/5

2 4 133 2
0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1

? ? 3 2 ? 2 4 13 2 2/3

3 2 134 2 4
0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1

? 2 ? ? 3 2 ? 2 4 ? 3 2 13 2 4 5/8

135 3 2
1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1
? ? 2 ? 2 4 ? 3 2 ? ? 2 ? ? 3 2 ? 2 4 ? 3 2 ? 13 3 2 15/26

2 4 151 3 2
1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1
! ∈ {111, ?} ! 2 ? 2 4 ? 2 ? 2 4 ? 2 ? 2 4 15 3 2 2/3

161 3 2
1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1

? 2 ? 16 3 2 2/3

2 162 2 4
0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1
? 2 ? ? 2 ? ? 2 ? 2 4 ? 2 ? ? 2 ? 2 4 ? 2 ? ? 2 ? 2 4 ? 2 16 2 4 17/32

2 4 163 3 2
0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1
? 2 ? 2 4 ? 2 ? ? 2 ? 2 4 ? 2 ? ? 2 ? 2 4 ? 2 ? ? 2 ? 2 4 16 3 2 9/16

2 114
1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1
? ? 2 ? 2 4 ? 2 ? 2 4 ? 3 2 ? 2 4 ? 2 11 3/5

2 152
0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 1
? 2 ? 2 4 ? 2 ? 2 4 ? 2 ? 2 4 ? 2 ? 2 4 ? 2 ? 2 4 ? 2 15 17/28

3.1.2 Длинные квадраты

Лемма 15 Пусть 𝑡, 𝑙 > 1, 𝑝, 𝑞 > 2 — натуральные числа, 𝑤 — слово длины
𝑡+𝑙 такое, что подслово 𝑤[1..𝑡+𝑙−1] бесквадратно, буква 𝑤[𝑡] фиксирована
𝑝-квадратом, и 𝑤 заканчивается на 𝑞-квадрат. Тогда выполняется одно
из следующих условий:
1) 2𝑞 > 2𝑝+ 𝑙 и 𝑞 > 2𝑝;
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2) 𝑝+ 𝑙 < 2𝑞 < 2𝑝+ 𝑙 и 𝑞 6 𝑙;
3) 2𝑞 6 𝑝+ 𝑙.

Доказательство. Пусть 𝑈𝑥𝑈𝑦 — суффикс 𝑤[1..𝑡] длины 2𝑝, где 𝑦 = 𝑤[𝑡] ̸=
𝑤[𝑡−𝑝] = 𝑥, а 𝑋𝑋 — суффикс 𝑤 длины 2𝑞. Условие 2𝑞 > 2𝑝 + 𝑙 значит, что
𝑋𝑋 начинается в 𝑤 вместе с 𝑈𝑥𝑈𝑦 или раньше. Возможны два случая в
зависимости от того, где начинается правое подслово 𝑋 — раньше или позже,
чем 𝑈𝑦 (см. Рис. 3.1 а,б; если второе 𝑋 начинается вне 𝑈𝑥𝑈𝑦, то требуемое
неравенство 𝑞 > 2𝑝 выполняется тривиально). Ситуация, когда эти два слова
начинаются одновременно, отнесена к случаю б (то есть, в обоих случаях
подслово 𝑢 может быть пустым).

. . .w = r sx yu uv v

X X

U U

↑ ↑ ↑ ↑
t+l−2q+1 t−2p+1 t t+l

à
. . .w = r sx yu uv v

X X

U U

↑ ↑ ↑ ↑
t+l−2q+1 t−2p+1 t t+l

á
Рис. 3.1: Взаимное расположение подслов при условии 2𝑞 > 2𝑝+ 𝑙 (Лемма 15).

В случае а имеем 𝑈 = 𝑣𝑢, 𝑋 = 𝑟𝑣 = 𝑢𝑥𝑣𝑢𝑦𝑠. Если |𝑟| 6 |𝑢𝑥𝑣𝑢|, то
подслово 𝑈 первого вхождения 𝑋 находится непосредственно перед или пе-
рекрывает вхождение 𝑈 в середине 𝑋𝑋, а это противоречит бесквадратности
𝑤[1..𝑡+𝑙−1]. Следовательно, |𝑟| > |𝑢𝑥𝑣𝑢𝑦|. В итоге 𝑞 = |𝑋| = |𝑟| + |𝑣| >
|𝑢𝑥𝑣𝑢𝑦|+ |𝑣| = |𝑈𝑥𝑈𝑦| = 2𝑝, что и требовалось.

Случай б подобен предыдущему: 𝑈 = 𝑢𝑣, 𝑋 = 𝑟𝑢𝑣𝑥𝑢 = 𝑣𝑦𝑠, и если
|𝑟| 6 |𝑣|, то подслово 𝑈 из второго 𝑋 находится непосредственно перед
или перекрывает вхождение 𝑈 в середине 𝑋𝑋. Значит, |𝑟| > |𝑣𝑦|, откуда
𝑞 = |𝑋| = |𝑟|+ |𝑢𝑣𝑥𝑢| > |𝑣𝑦|+ |𝑢𝑣𝑥𝑢| = |𝑈𝑥𝑈𝑦| = 2𝑝.

Перейдём теперь к условию 2. Нам нужно показать, что если 𝑋𝑋 на-
чинается внутри 𝑈𝑥, то первое вхождение 𝑋 заканчивается не раньше, чем
𝑈𝑥𝑈𝑦. Чтобы это сделать, исключим единственную альтернативу такому рас-
положению подслов: первое 𝑋 заканчивается внутри 𝑈𝑦. Рассмотрим этот
вариант. Если 𝑝 = 𝑞, то 𝑥 = 𝑦, что невозможно. Значит, нужно рассмотреть
случаи, когда 𝑞 < 𝑝 и 𝑞 > 𝑝 (см. Рис. 3.2 а,б). В случае а имеем 𝑈 = 𝑟𝑢𝑣,
𝑋 = 𝑣𝑥𝑟 = 𝑢𝑣𝑦𝑠. Отсюда 𝑈𝑥𝑈𝑦 = 𝑟𝑢 𝑣𝑥𝑟 𝑢𝑣𝑦 = 𝑟𝑢 𝑢𝑣𝑦𝑠 𝑢𝑣𝑦, противоречие с
бесквадратностью. В случае б 𝑋 начинается и кончается вместе с 𝑢, а значит,
𝑋𝑋 содержит 𝑢𝑢, т.е. не является минимальным квадратом. Это противоре-
чие завершает доказательство. �
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. . .w = sx yr ru uv v

X X

U U

↑ ↑ ↑ ↑
t+l−2q+1t−2p+1 t t+l

à
. . .w = sx yr ru uv v

X X

U U

↑ ↑ ↑ ↑
t+l−2q+1t−2p+1 t t+l

á
Рис. 3.2: Взаимное расположение подслов при условии 𝑝+𝑙 < 2𝑞 < 2𝑝+𝑙 (Лемма 15).

План оценки количества букв, фиксированных длинными квадратами, та-
ков. Будем использовать жадный алгоритм: двигаясь слева направо по пози-
циям фиксированного контекста, нужно использовать период сразу же, как
только он становится доступным, т. е. перестаёт попадать в запрещённую об-
ласть (корректность такого подхода доказана в Лемме 17). Из этого способа
размещения фиксированных позиций выводится утверждение о том, что для
любого 𝑝 > 17 доля позиций в фиксированном контексте бесквадратного сло-
ва, зафиксированная квадратами с периодами из диапазона [𝑝, . . . , 2𝑝 − 1], —
не более 1/𝑝. Далее нужно разбить весь диапазон возможных периодов на
логарифмическое количество интервалов вида [𝑝, . . . , 2𝑝 − 1]. Суммирование
по интервалам даёт верхнюю оценку 𝑙/9 + 𝑂(log 𝑛) на количество позиций,
фиксированных длинными квадратами в фиксированном контексте длины 𝑙
слова длины 𝑛, причём можно показать, что 𝑙 6 𝑛.

Лемма 16 Пусть 𝑤 ∈ SF, 𝑡 > 0 и буква 𝑤[𝑡] фиксирована 𝑝-квадратом.
Если для некоторого 𝑡′ > 𝑡 буква 𝑤[𝑡′] фиксирована 𝑞-квадратом, то точка
(𝑡′, 𝑞) на Евклидовой плоскости находится за пределами многоугольника,
ограниченного прямыми:

𝑦 = 2𝑝, 𝑦 = 𝑥− 𝑡, 𝑦 =
𝑥+ 𝑝− 𝑡

2
, (3.4)

где 𝑥 — «временна́я» ось и 𝑦 — ось периодов.

Утверждение Леммы проиллюстрировано на Рис. 3.3; недопустимые вари-
анты для точки (𝑡′, 𝑞) помечены крестиками. В дальнейшем многоугольник,
ограниченный прямыми (3.4), будем называть (𝑡, 𝑝)-многоугольником, а пря-
мые назовём (3.4) его верхней, правой и нижней границами, соответственно.

Доказательство. Три границы (𝑡, 𝑝)-многоугольника соответствуют трём
ограничениям на расположение квадратов из Леммы 15 для 𝑙 = 𝑡′ −
𝑡. Рассмотрим 𝑞-квадрат 𝑋𝑋, фиксирующий букву 𝑤[𝑡′]. Тогда 𝑋𝑋 =
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Рис. 3.3: Ограничение на фиксирование букв квадратами после того, как буква
𝑤[𝑡] была фиксирована 𝑝-квадратом. Рисунок соответствует случаю 𝑝 = 6. Допусти-
мые [соответственно, недопустимые] пары (время, период) отмечены точками [со-
отв., крестиками]. Границы многоугольника недопустимых фиксирующих квадратов
построены по (3.4).

(𝑤[𝑡′−2𝑞+1..𝑡′−𝑞])2, а буква 𝑤[𝑡] фиксирована квадратом (𝑤[𝑡−2𝑝+1..𝑡−𝑝])2.
Если 𝑡′−2𝑞+1 6 𝑡−2𝑝+1, то 𝑞 > 2𝑝 по Лемме 15(1), значит, точка (𝑡′, 𝑞)
находится не ниже верхней границы. Если 𝑡−2𝑝+1 < 𝑡′−2𝑞+1 < 𝑡−𝑝+1, то
𝑡′−𝑞 > 𝑡 по Лемме 15(2), значит, (𝑡′, 𝑞) не может быть левее правой грани-
цы. Наконец, если 𝑡′−2𝑞+1 > 𝑡−𝑝+1, (случай 3 Леммы 15), то 𝑞 6 𝑡′+𝑝−𝑡

2
,

т.е., (𝑡′, 𝑞) не выше нижней границы. Таким образом, точка (𝑡′, 𝑞) не может
находится внутри (𝑡, 𝑝)-многоугольника во всех трёх случаях. �

Пусть 𝑝 ∈ N и 𝑝 > 2. Последовательность (𝑡0, 𝑞0), (𝑡1, 𝑞1), . . . , (𝑡𝑠, 𝑞𝑠) пар
натуральных чисел назовём 𝑝-расписанием, если

∙ 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑠, 𝑝 6 𝑞𝑖 < 2𝑝 для всех 𝑖 = 0, . . . , 𝑠;
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∙ для любого 𝑗 < 𝑖 точка (𝑡𝑖, 𝑞𝑖) находится вне (𝑡𝑗, 𝑞𝑗)-многоугольника.

Для удобства мы по-прежнему будем называть 𝑡 и 𝑞 «временем» и «периодом»,
соответственно. Заметим, что любая подпоследовательность 𝑝-расписания
также является 𝑝-расписанием.

Лемма 17 Пусть (𝑡0, 𝑞0), . . . , (𝑡𝑠, 𝑞𝑠) — 𝑝-расписание. Тогда 𝑡𝑠 − 𝑡0 > (𝑠−1)𝑝.

Доказательство. Мы называем 𝑝-расписание (𝑡0, 𝑞0), . . . , (𝑦𝑠, 𝑞𝑠) плотным,
если для любого 𝑖 > 0 точка (𝑡𝑖−1, 𝑞𝑖) находится внутри (𝑡𝑗, 𝑞𝑗)-многоугольника
для некоторого 𝑗 < 𝑖. Следовательно, в плотном расписании каждый период
𝑞𝑖 используется сразу, как только он становится доступным. Если расписание
(𝑡0, 𝑞0), . . . , (𝑡𝑠, 𝑞𝑠) не плотно, то для некоторого 𝑖 точка (𝑡𝑖−1, 𝑞𝑖) находит-
ся снаружи многоугольников, порождённых предыдущими точками. Следова-
тельно,

(𝑡0, 𝑞0), . . . , (𝑡𝑖−1, 𝑞𝑖−1), (𝑡𝑖−1, 𝑞𝑖), (𝑡𝑖+1, 𝑞𝑖+1), . . . , (𝑡𝑠, 𝑞𝑠)

является расписанием. Действительно, для любого 𝑗 > 𝑖 точка (𝑡𝑗, 𝑞𝑗) нахо-
дится вне многоугольников, соответствующих предыдущим точкам, так как
один из этих многоугольников сдвинут на единицу влево, в то время как
все остальные многоугольники остаются на месте. Используя эту процедуру
«уплотнения» многократно, получаем следующее утверждение:

(*) для любого 𝑝-расписания (𝑡0, 𝑞0), (𝑡1, 𝑞1), . . . , (𝑡𝑠, 𝑞𝑠) существует плотное
𝑝-расписание (𝑡0, 𝑞0), (𝑡

′
1, 𝑞1), . . . , (𝑡

′
𝑠, 𝑞𝑠) с такой же последовательностью

периодов и такое, что 𝑡′𝑠 6 𝑡𝑠.

Согласно (*), достаточно проверить утверждение леммы для плотных 𝑝-
расписаний, и далее все рассматриваемые 𝑝-расписания полагаются плотны-
ми. Заметим, что верхняя граница любого (𝑡𝑖, 𝑞𝑖)-многоугольника находится
вне отрезка [𝑝..2𝑝−1], так что мы рассматриваем только две оставшиеся гра-
ницы. Более пристальный взгляд на (3.4) и Рис. 3.3 позволяет сделать важное
наблюдение: границы (𝑡𝑖+1, 𝑞𝑖+1)-многоугольника никогда не пересекают гра-
ниц (𝑡𝑖, 𝑞𝑖)-многоугольника. В самом деле, правая граница смещается вправо
со временем независимо от периода, и нижняя граница также смещается впра-
во: для (𝑡𝑖, 𝑞𝑖)-многоугольника прямая, образующая нижнюю границу, прини-
мает значение 𝑦 = 𝑝 при некотором 𝑥 6 𝑡𝑖+1, а для (𝑡𝑖+1, 𝑞𝑖+1)-многоугольника
такая прямая принимает это значение при 𝑥 > 𝑡𝑖+1. Из этого наблюдения
следует ещё одно полезное свойство: для любого 𝑖 > 0 точка (𝑡𝑖+1, 𝑞𝑖+1) плот-
ного 𝑝-расписания лежит на границе (𝑡𝑖, 𝑞𝑖)-многоугольника. Если 𝑞𝑖+1 > 𝑞𝑖
[𝑞𝑖+1 6 𝑞𝑖], то это правая [соответственно, нижняя] граница. Значит, по (3.4)
имеем

𝑡𝑖+1 =

{︃
𝑡𝑖 + 𝑞𝑖+1, если 𝑞𝑖+1 > 𝑞𝑖,

𝑡𝑖 + 2𝑞𝑖+1 − 𝑞𝑖, если 𝑞𝑖+1 6 𝑞𝑖.
(3.5)
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Теперь рассмотрим три последовательные точки 𝑝-расписания: (𝑡𝑖, 𝑞𝑖), (𝑡𝑖+1, 𝑞𝑖+1),
(𝑡𝑖+2, 𝑞𝑖+2). Покажем, что точку (𝑡𝑖+1, 𝑞𝑖+1) можно заменить на точку (𝑡′, 𝑝), где
𝑡′ = 𝑡𝑖 + 2𝑝 − 𝑞𝑖, и новая последовательность останется 𝑝-расписанием (не
обязательно плотным, но его всегда можно уплотнить). По (3.5) точка (𝑡′, 𝑝)
лежит на границе (𝑡𝑖, 𝑞𝑖)-многоугольника. Благодаря тому, что границы много-
угольников, соответствующих разным точкам 𝑝-расписания, не пересекаются,
достаточно показать, что точка (𝑡′′, 𝑞𝑖+2) на границе (𝑡′, 𝑝)-многоугольника удо-
влетворяет неравенству 𝑡′′ 6 𝑡𝑖+2. Согласно (3.5), 𝑡′′ = 𝑡′+𝑞𝑖+2 = 𝑡𝑖+𝑞𝑖+2−𝑞𝑖+2𝑝.
Для 𝑡𝑖+2 требуется рассмотреть 4 случая:

𝑞𝑖 6 𝑞𝑖+1 6 𝑞𝑖+2 : 𝑡𝑖+2 = 𝑡𝑖 + 𝑞𝑖+2 + 𝑞𝑖+1 > 𝑡′′, т.к. 𝑞𝑖 + 𝑞𝑖+1 > 2𝑝;

𝑞𝑖 6 𝑞𝑖+1 > 𝑞𝑖+2 : 𝑡𝑖+2 = 𝑡𝑖 + 2𝑞𝑖+2 > 𝑡′′, т.к. 𝑞𝑖 + 𝑞𝑖+2 > 2𝑝;

𝑞𝑖 > 𝑞𝑖+1 6 𝑞𝑖+2 : 𝑡𝑖+2 = 𝑡𝑖 + 𝑞𝑖+2 + 2𝑞𝑖+1 − 𝑞𝑖 > 𝑡′′, т.к. 𝑞𝑖+1 > 𝑝;

𝑞𝑖 > 𝑞𝑖+1 > 𝑞𝑖+2 : 𝑡𝑖+2 = 𝑡𝑖 + 2𝑞𝑖+2 + 𝑞𝑖+1 − 𝑞𝑖 > 𝑡′′, т.к. 𝑞𝑖+1 + 𝑞𝑖+2 > 2𝑝.

В результате мы доказали, что предложенная замена действительно сно-
ва даёт 𝑝-расписание. Многократно используя такие замены и уплотняя 𝑝-
расписание после каждой замены, мы в конечном счёте заменим все периоды
𝑞1, . . . , 𝑞𝑠−1 на 𝑝. После этого мы также заменим 𝑞𝑠 на 𝑝 (это переместит точ-
ку на границе многоугольника ниже, то есть за пределы многоугольника) и
уплотним получившееся 𝑝-расписание. В итоге, имеем плотное 𝑝-расписание
вида

(𝑡0, 𝑞0), (𝑡1, 𝑝), . . . , (𝑡𝑠, 𝑝),

где 𝑡𝑠 6 𝑡𝑠. По (3.5) 𝑡𝑖+1 = 𝑡𝑖 + 𝑝 для любого 𝑖 > 1. Значит, 𝑡𝑠 − 𝑡0 > 𝑡𝑠 − 𝑡1 =
(𝑠− 1)𝑝. �

Из Лемм 16 и 17 сразу получаем оценку на количество позиций, фикси-
рованных квадратами из данного отрезка:

Лемма 18 Пусть 𝑡, 𝑙 > 1, 𝑝 > 2 — натуральные числа, 𝑤 ∈ SF такое, что
либо |𝑤| > 𝑡+𝑙, либо 𝑤 бесконечно. Тогда отрезок [𝑡+1..𝑡+𝑙] содержит не
более 1 + ⌈(𝑙−1)/𝑝⌉ позиций, в которых буквы 𝑤 фиксированы квадратами
с периодами из отрезка [𝑝..2𝑝−1].

Доказательство. Возьмём произвольное слово 𝑤, удовлетворяющее условию
леммы. Рассмотрим множество позиций {𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘} подслова 𝑤[𝑡+1..𝑡+𝑙],
фиксированных квадратами с периодами {𝑞0, . . . , 𝑞𝑘}, где 𝑞𝑖 ∈ [𝑝..2𝑝−1] для
любого 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑘}. Очевидно, что (𝑡0, 𝑞0), . . . , (𝑡𝑘, 𝑞𝑘) — 𝑝-расписание. Тогда,
по Лемме 17, 𝑙 > 𝑡𝑘 − 𝑡0 > (𝑘 − 1)𝑝, откуда 𝑙 − 2 > (𝑘 − 1)𝑝. Тогда 𝑘 − 1 6
𝑙−1
𝑝
− 1

𝑝
, а всего позиций, фиксированных квадратами с периодами из отрезка

[𝑝..2𝑝−1] в рассматриваемом подслове — 𝑘 + 1. Следовательно, их не больше,
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чем 𝑙−1
𝑝
− 1

𝑝
+2. Так как 𝑘+1 — целое, а 1− 1

𝑝
< 1, имеем 𝑘+1 6 ⌈(𝑙−1)/𝑝⌉+1.

Лемма доказана. �

Доказательство Теоремы 14. Пусть 𝑣 — фиксированный контекст 𝑤, |𝑤| = 𝑛,
|𝑣| = 𝑙. Тогда бесквадратное слово 𝑤𝑣 кончается на 𝑙 фиксированных букв. По
Лемме 14 не более 2𝑙+5

3
из этих 𝑙 позиций фиксированы короткими квадратами

(с периодами 6 17). Разобьём отрезок [18..⌊𝑛+𝑙
2
⌋] всех возможных длинных

периодов на отрезки вида [𝑝..2𝑝−1], начиная слева (последний может быть
неполным). Количество отрезков в разбиении — минимальное 𝑘 такое, что
2𝑘 · 18 − 1 ≥ ⌊𝑛+𝑙

2
⌋, т.е. 𝑘 = ⌈log 1

18
⌊𝑛+𝑙+2

2
⌋⌉. Согласно Лемме 18 квадраты

с периодами из 𝑖-го отрезка фиксируют не более 2 + 𝑙−2
18·2𝑖−1 букв. Так как

количество всех фиксированных букв — 𝑙, имеем

𝑙 6 2𝑙

3
+

5

3
+ 2𝑘 +

𝑙 − 2

18

(︁1− 1/2𝑘

1− 1/2

)︁
=

7𝑙

9
+

13

9
+ 2𝑘 − 𝑙 − 2

18 · 2𝑘−1
. (3.6)

Заметим, что 𝑘 6 ⌈log 𝑛+𝑙+2
36
⌉, 2𝑘−1 < 𝑛+𝑙

36
. Тогда из (3.6) получаем

2𝑙

9
< 2

⌈︁
log

𝑛+𝑙+2

36

⌉︁
+

13

9
−2(𝑙−2)

𝑛+𝑙
, т.е. 𝑙 < 9

⌈︁
log

𝑛+𝑙+2

36

⌉︁
+

13

2
−9(𝑙−2)

𝑛+𝑙
. (3.7)

Если 𝑙 > 𝑛, то из (3.7) следует 𝑙 < 9⌈log 𝑙+1
18
⌉ + 2 + 9

𝑙
, но это неравенство

очевидно не имеет решений в натуральных числах. Значит, 𝑙 < 𝑛 для любого
𝑛, и из (3.7) имеем

𝑙 < 9
⌈︁

log
𝑛

18

⌉︁
+

13

2
< 9 log

𝑛

9
+

13

2
< 9 log 𝑛− 57

2
+

13

2
= 9 log 𝑛− 22,

откуда следует утверждение Теоремы. 1. �

3.2 Частота ветвления префиксного дерева язы-
ка SF

Доказательство Теоремы 15. Предположим противное: lim inf𝑛→∞
𝑏(𝑛)
𝑛

< 2
9
.

Тогда существует 𝛼 < 2/9, {𝑙𝑖}∞1 такое, что 𝑏(𝑙𝑖) 6 𝛼𝑙𝑖. Рассмотрим (𝜆,𝑤[1..𝑙𝑖])-
путь в дереве. Буквы , помечающие его, разбиваются на три группы: фикси-
рованные короткими квадратами, фиксированные длинными квадратами и не
фиксированные. Лемма 14, Лемма 18 и наше предположение дают верхние

1Для больших 𝑛 оценка может быть уменьшена до 8.5 log 𝑛 − 28 с помощью некоторых
дополнительных рассуждений.
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оценки на количество букв в каждой группе. Подобно (3.6), (3.7), получаем
следующую формулу (напомним, что теперь 𝑛 = 0):

𝑙𝑖 <
2𝑙𝑖 + 5

3
+ 2

⌈︁
log

𝑙𝑖 + 2

36

⌉︁
+
𝑙𝑖 − 2

9
+ 𝛼𝑙𝑖 .

Тогда
(︀
2/9 − 𝛼

)︀
𝑙𝑖 < 2 log 𝑙𝑖 − 𝑂(1). Это неравенство должно выполняться для

всех 𝑙𝑖, но имеет лишь конечное число решений в натуральных числах. По-
лученное противоречие завершает доказательство. �

3.3 О возможном усилении Теоремы 14

Из Теоремы 9 [70] можно получить важное следствие: высота любого конеч-
ного поддерева индекса 𝑛 — 𝑂(𝑛2/3). Мы предполагаем, что для конечных
поддеревьев справедливо гораздо более сильное утверждение.

Гипотеза 1 В префиксном (суффиксном) дереве языка SF любое конечное
поддерево индекса 𝑛 имеет 𝑂(log 𝑛) узлов.

В Гипотезе 1 речь идёт уже о размере (количестве узлов) поддерева, а
не о его высоте. Результат Шелтона и Сони даёт лишь суперполиномиаль-
ную верхнюю оценку размера конечных поддеревьев. Утверждение гипоте-
зы справедливо для конечных поддеревьев–цепей как следствие Теоремы 14.
Методом полного перебора получены нижние оценки на индексы конечных
поддеревьев, содержащих не более трёх узлов, см. Рис. 3.4. Эти оценки так-
же подтверждают гипотезу: даже очень маленькие поддеревья имеют весьма
большой индекс.

Назовём поддерево 𝑆 с корнем 𝑤 регулярным, если префиксное (суффикс-
ное) дерево языка SF содержит бесконечно много поддеревьев, изоморфных
𝑆 с корнями вида 𝑣𝑤. Нерегулярные поддеревья не учитываются в асимп-
тотических оценках, так как они возникают только близко к корню дерева
всего языка, не могут быть частями бо́льших конечных поддеревьев и т.д.
Например, слово 𝑎𝑏𝑎𝑐𝑎𝑏𝑎 является корнем нерегулярного конечного поддере-
ва с одним узлом, которое появляется в дереве языка только один раз. С
другой стороны, поддерево с одним узлом, порождённое словом 𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎𝑏𝑐𝑎𝑐,
регулярно, так как его корню может предшествовать бесконечно много слов,
оканчивающихся на 𝑏𝑎𝑐, и каждое из этих слов порождает такое поддерево.
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Рис. 3.4: Минимальные индексы маленьких регулярных поддеревьев. Около корней
поддеревьев указаны нижняя оценка индекса и самый короткий возможный корень.
Для удобства длинные корни записаны в две строки. Числа на концах пунктирных
линий показывают периоды квадратов, возникающих при присоединении буквы к
слову.



Заключение

Кратко подведём итоги работы по каждой из глав диссертации.

Предмаксимальные слова

Доказано существование конечных поддеревьев произвольной высоты в суф-
фиксном (префиксном) дереве, а также конечных подграфов c цепями из суф-
фиксных и префиксных ребёр произвольной длины в ациклическом подслов-
ном графе языков бинарных бескубных слов CF и тернарных бесквадратных
слов SF. Доказательство произведено путём построения соответствующих се-
рий предмаксимальных слева (справа) слов для любого натурального уровня
𝑛 и двусторонних предмаксимальных слов для любого уровня (𝑛, 𝑘) ∈ N2.
Таким образом, для языка SF решена открытая проблема, сформулированная
Рестиво и Салеми в [61] и Аллушем и Шаллитом в [5]. При построении пред-
максимальных слов использованы такие известные комбинаторные объекты,
как слова Туэ–Морса, слова Аршона, а также применены свойства марш-
рутных кодов тернарных бесквадратных слов. Серии предмаксимальных слов
построены таким образом, что длина слова растёт экспоненциально от длины
его фиксированного левого (правого) контекста. Это позволяет сделать вывод
о том, что для слова длины 𝑛 в языках CF и SF log(𝑛) является нижней
оценкой длины его фиксированного контекста.

Избегаемость буквенных шаблонов в бесквадрат-
ных словах

Доказано, что любой буквенный шаблон длины 4 и менее неизбежен в тер-
нарном бесквадратном языке. Основной результат главы — классификация
буквенных шаблонов длины 5 и 6 по избегаемости. Для избегаемых шабло-
нов указан способ построения слов, избегающих эти шаблоны, основанный на
маршрутных кодах, полученных из бинарных слов Фибоначчи, а также ниж-
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ние оценки критических экспонент любых слов с таким свойством. Эта задача
является логическим продолжением и обобщением результатов, полученных
Туэ в [80]. Для завершения полной классификации буквенных шаблонов в SF
остаётся доказать избегаемость одного семибуквенного шаблона. В заключе-
нии главы предложен способ, которым это можно сделать, также основанный
на маршрутных кодах из слов Фибоначчи.

Структура префиксного дерева тернарного бес-
квадратного языка

Доказана логарифмическая оценка на длину фиксированного контекста слова
𝑤 в зависимости от |𝑤| в случае тернарного бесквадратного языка SF, ко-
торая является асимптотически неулучшаемой (это следует из результатов,
полученных в Главе 1). Это является существенным усилением результата,
полученного Сони и Шелтоном в [70]. Как следствие получена нижняя оценка
на частоту ветвления префиксного (суффиксного) дерева тернарного бесквад-
ратного языка — 2/9, на основании которой, учитывая индекс роста языка SF,
можно сделать вывод, что дерево языка SF устроено достаточно регулярно.
В заключении главы выдвинута гипотеза о том, что логарифмическая оценка
справедлива не только для поддеревьев–цепей, но и для произвольных конеч-
ных поддеревьев, причём даже в смысле количества узлов в поддереве, а не
его высоты. Эта гипотеза подтверждается вычислениями индексов поддере-
вьев небольшого размера. Ёе доказательство дало бы существенное усиление
известного на данный момент результата о том, что высота любого конечного
поддерева индекса 𝑛 — 𝑂(𝑛2/3) (следствие из теоремы, доказанной в [70]).
По всей видимости, такую же гипотезу можно выдвинуть и для бинарного
бескубного языка.
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position // RAIRO Inform. Théor. App. — 2010. — Vol. 44. — P. 113–124.

[23] Currie J. D., Rampersad N. A proof of Dejean’s conjecture // Math.
Comp. — 2011. — Vol. 80. — P. 1063–1070.

[24] Currie J. D., Saari K. Least periods of factors of infinite words // RAIRO
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