
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2006 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

I òóð. 6 êëàññ.

1. Ðàññòàâüòå 8 ìèíóñîâ è 17 ïëþñîâ â êëåòêàõ êâàäðàòà 5× 5 òàê,
÷òîáû ðÿäîì ñ êàæäûì ìèíóñîì (ò. å. â êëåòêàõ ñîñåäíèõ ïî ñòîðîíå)
áûëî ðîâíî 2 ïëþñà. (Ô. Áàõàðåâ)

2. Êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 4 ì ðàçðåçàí íà ïðÿìîóãîëü-
íèêè òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ñóììà äëèí æèðíûõ
îòðåçêîâ ðàâíà 2 ì. Íàéäèòå ïåðèìåòð âíóòðåííåãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà. Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü ñâîé îòâåò.

(Ô. Áàõàðåâ)
3. Ó 10 äåâî÷åê áûëî ïî 10 êîíôåò. Êàæäàÿ äåâî÷êà

ïîäàðèëà íåñêîëüêî êîíôåò äðóãèì (êîíôåòû, ïîëó÷åííûå â ïîäàðîê,
äåâî÷êè îñòàâëÿþò ñåáå). Â ðåçóëüòàòå ó âñåõ äåâî÷åê îêàçàëîñü ðàçíîå
÷èñëî êîíôåò. Äîêàæèòå, ÷òî êàêàÿ-òî èç äåâî÷åê ïîäàðèëà êîíôåò íå
ìåíüøå, ÷åì ó íåå èõ îêàçàëîñü â êîíöå.

(ïî ìîòèâàì çàäà÷è À. Õðàáðîâà)
4. Êîñòÿ íàïèñàë äâà ÷èñëà, íå ñîäåðæàùèõ â çàïèñè íóëåé, è çà-

ìåíèë öèôðû áóêâàìè (ðàçíûå öèôðû � ðàçíûìè áóêâàìè). Îêàçàëîñü,
÷òî ÷èñëî ÊÐÎÊÎÄÈËËË äåëèòñÿ íà 312. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ÃÎ-
ÐÈËËÀ íå äåëèòñÿ íà 392. (Ê. Êîõàñü)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2006 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

I òóð. 7 êëàññ.

1. Ïðÿìîóãîëüíèê ðàçáèò íà 9 ìåíüøèõ ïðÿìîóãîëüíè-
êîâ. Ïåðèìåòðû ÷åòûðåõ èç íèõ óêàçàíû íà ðèñóíêå. ×åìó
ðàâåí ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà x?

(Î. Âàíþøèíà, Ê. Êîõàñü)
2. Êàæäûé èç ñåìè ôàëüøèâîìîíåò÷èêîâ èçãîòîâèë ïî

31 ìîíåòå: 20 ìîíåò ïî 6 ðóáëåé, 10 � ïî 1 ðóáëþ è 1 ìîíåòó â 5 ðóáëåé.
Ëþáûå äâîå ìîãóò ìåíÿòüñÿ ìîíåòàìè òàê, ÷òîáû ó êàæäîãî îñòàâàëàñü
òàêàÿ æå ñóììà äåíåã. Ìîãóò ëè â ðåçóëüòàòå òàêèõ îáìåíîâ âñå ìîíåòû
ïî 1 ðóáëþ îêàçàòüñÿ ó îäíîãî ôàëüøèâîìîíåò÷èêà? Íå çàáóäüòå îáîñ-
íîâàòü ñâîé îòâåò. (Î. Âàíþøèíà)

3. Ó 10 äåâî÷åê áûëî ïî 10 êîíôåò. Êàæäàÿ äåâî÷êà ïîäàðèëà
íåñêîëüêî êîíôåò äðóãèì (êîíôåòû, ïîëó÷åííûå â ïîäàðîê, äåâî÷êè
îñòàâëÿþò ñåáå). Â ðåçóëüòàòå ó âñåõ äåâî÷åê îêàçàëîñü ðàçíîå ÷èñëî
êîíôåò. Äîêàæèòå, ÷òî êàêàÿ-òî èç äåâî÷åê ïîäàðèëà êîíôåò íå ìåíü-
øå, ÷åì ó íåå èõ îêàçàëîñü â êîíöå. (ïî ìîòèâàì çàäà÷è À. Õðàáðîâà)

4. Êîñòÿ íàïèñàë äâà ÷èñëà, íå ñîäåðæàùèõ â çàïèñè íóëåé, è çà-
ìåíèë öèôðû áóêâàìè (ðàçíûå öèôðû � ðàçíûìè áóêâàìè). Îêàçàëîñü,
÷òî ÷èñëî ÊÐÎÊÎÄÈËËË äåëèòñÿ íà 312. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ÃÎ-
ÐÈËËÀ íå äåëèòñÿ íà 392. (Ê. Êîõàñü)
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I òóð. 8 êëàññ.

1. Ðàññòàâüòå ÷èñëà â êëåòêàõ èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå
ôèãóðû òàê, ÷òîáû â ëþáîì ïðÿìîóãîëüíèêå èç òðåõ êëåòîê
ñóììà ÷èñåë áûëà ðàâíà 1, è ñóììà âñåõ ÷èñåë áûëà ðàâíà 1.
(Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè îäèí ïðèìåð.) (Ô. Áàõàðåâ)

2. Äâîå÷íèê Âàñÿ ñêëàäûâàåò äðîáè, ïðèáàâëÿÿ ÷èñëèòåëü ê ÷èñ-
ëèòåëþ, à çíàìåíàòåëü � ê çíàìåíàòåëþ. Îäíàæäû îí ñëîæèë äâå ïðà-
âèëüíûå íåñîêðàòèìûå äðîáè è ïîëó÷èë îòâåò, êîòîðûé ðîâíî â äâà ðàçà
ìåíüøå èñòèííîãî. Êàêèå äðîáè ñêëàäûâàë Âàñÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíè
ðàçëè÷íû è îäíà èç íèõ ðàâíà 1

6
? (Íàéäèòå âñå âàðèàíòû è äîêàæèòå,

÷òî äðóãèõ íåò.) (Ñ. Èâàíîâ)
3. Òî÷êè P è Q � ñåðåäèíû îñíîâàíèé AD è BC òðàïåöèè ABCD

ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî AB = BC, à òî÷êà P ëåæèò íà áèññåê-
òðèñå óãëà B. Äîêàæèòå, ÷òî BD = 2PQ. (Ñ. Áåðëîâ)

4. Äàíû øåñòü ÷èñåë. Ñóììà ëþáûõ ïÿòè èç íèõ áîëüøå 900, íî
ìåíüøå 1000. Äîêàæèòå, ÷òî âñå äàííûå ÷èñëà áîëüøå 100.

(À. Æåëåçíÿê, C. Èâàíîâ)
5. Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëè 20 øàõìàòèñòîâ. Êàæäûå äâà

ó÷àñòíèêà ñûãðàëè äðóã ñ äðóãîì ðîâíî îäíó ïàðòèþ. Çà ïîáåäó äàâàëîñü
1 î÷êî, çà íè÷üþ äàâàëîñü 1/2 î÷êà, çà ïîðàæåíèå � 0 î÷êîâ. Â èòîãå âñå
øàõìàòèñòû íàáðàëè ðàçíîå ÷èñëî î÷êîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü ó÷àñòíèê,
ó êîòîðîãî êîëè÷åñòâî ïîáåä áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî íè÷üèõ.

(À. Õðàáðîâ)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
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I òóð. 9 êëàññ.

1. Êâàäðàò ðàçáèò íà ïÿòü ïðÿìîóãîëüíèêîâ òàê,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. (Ó äâóõ íèæíèõ ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ ãîðèçîíòàëüíàÿ ñòîðîíà áîëüøå âåðòèêàëüíîé, ó
òðåõ âåðõíèõ � íàîáîðîò.) Ó âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ îò-
íîøåíèå áîëüøåé ñòîðîíû ê ìåíüøåé ðàâíî îäíîìó è òî-
ìó æå ÷èñëó. Íàéäèòå ýòî ÷èñëî. (Ê. Êîõàñü)

2. Äîêàæèòå, ÷òî íè ïðè êàêîì âåùåñòâåííîì a > 0 ÷èñëî [100a] +
[71a] íå ìîæåò èìåòü âèä 171k + 170, ãäå k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. (×åðåç
[x] îáîçíà÷àåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü x, ò. å. íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñ-
õîäÿùåå x.) (æþðè)

3. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD AB = BC è AD = DC.
Íà äèàãîíàëè AC íàøëàñü òàêàÿ òî÷êà K, ÷òî AK = BK è ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê KBCD âïèñàííûé. Äîêàæèòå, ÷òî BD = CD.

(Ô. Áàõàðåâ, Ä. Ðîñòîâñêèé)
4. 16-çíà÷íîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà 999 999 999. Äîêàæèòå, ÷òî íèêàêîå

íàòóðàëüíîå 16-çíà÷íîå ÷èñëî, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü èç a ïåðåñòàíîâ-
êîé öèôð, íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà 100 000 001. (Â. Ôðàíê)

5. Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëè 20 øàõìàòèñòîâ. Êàæäûå äâà
ó÷àñòíèêà ñûãðàëè äðóã ñ äðóãîì ðîâíî îäíó ïàðòèþ. Çà ïîáåäó äàâàëîñü
1 î÷êî, çà íè÷üþ äàâàëîñü 1/2 î÷êà, çà ïîðàæåíèå � 0 î÷êîâ. Â èòîãå âñå
øàõìàòèñòû íàáðàëè ðàçíîå ÷èñëî î÷êîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü ó÷àñòíèê,
ó êîòîðîãî êîëè÷åñòâî ïîáåä áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî íè÷üèõ.

(À. Õðàáðîâ)
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I òóð. 10 êëàññ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî êâàäðàò ìîæíî ðàçðåçàòü íà øåñòü ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ îòíîøåíèå áîëüøåé ñòîðîíû ê ìåíüøåé
ðàâíî 2 +

√
2. (Ê. Êîõàñü)

2. Äàíà âîçðàñòàþùàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ
bn. Èçâåñòíî, ÷òî

b4 + b3 − b2 − b1 = 5 .

Äîêàæèòå, ÷òî b6 + b5 ≥ 20. (Ñ. Áåðëîâ, Ä. Ðîñòîâñêèé)
3. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD AB = BC è AD = DC.

Íà äèàãîíàëè AC íàøëàñü òàêàÿ òî÷êà K, ÷òî AK = BK è ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê KBCD âïèñàííûé. Äîêàæèòå, ÷òî BD = CD.

(Ô. Áàõàðåâ, Ä. Ðîñòîâñêèé)
4. Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëè 20 øàõìàòèñòîâ. Êàæäûå äâà

ó÷àñòíèêà ñûãðàëè äðóã ñ äðóãîì ðîâíî îäíó ïàðòèþ. Çà ïîáåäó äàâàëîñü
1 î÷êî, çà íè÷üþ äàâàëîñü 1/2 î÷êà, çà ïîðàæåíèå � 0 î÷êîâ. Â èòîãå âñå
øàõìàòèñòû íàáðàëè ðàçíîå ÷èñëî î÷êîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü ó÷àñòíèê,
ó êîòîðîãî êîëè÷åñòâî ïîáåä áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî íè÷üèõ.

(À. Õðàáðîâ)
5. Äàíî 39-çíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî A. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

òàêîå 20-çíà÷íîå ÷èñëî B, ÷òî íè îäíî 39-çíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
ïîëó÷àþùååñÿ èç A ïåðåñòàíîâêîé åãî öèôð, íå äåëèòñÿ íà B.

(Â. Ôðàíê)
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I òóð. 11 êëàññ.

1. Êâàäðàò ðàçáèò íà ïÿòü ïðÿìîóãîëüíèêîâ òàê,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ó âñåõ ÷åòûðåõ îêàéìëÿþùèõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ îòíîøåíèå áîëüøåé ñòîðîíû ê ìåíüøåé
ðàâíî îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðàëü-
íûé ïðÿìîóãîëüíèê � êâàäðàò. (Ô. Áàõàðåâ)

2. Äèìà íàïèñàë àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ èç ïÿòè
÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîìåæóòêó [−2π/3, 2π/3]. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà
ñèíóñîâ ïåðâîãî è ÷åòâåðòîãî åå ÷ëåíîâ ðàâíà ñóììå êîñèíóñîâ âòîðîãî
è ïÿòîãî ÷ëåíîâ. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâåí òðåòèé ÷ëåí ïðîãðåññèè? (Íàé-
äèòå âñå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.) (Ô. Ïåòðîâ)

3. Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâîâàëè 20 øàõìàòèñòîâ. Êàæäûå äâà
ó÷àñòíèêà ñûãðàëè äðóã ñ äðóãîì ðîâíî îäíó ïàðòèþ. Çà ïîáåäó äàâàëîñü
1 î÷êî, çà íè÷üþ äàâàëîñü 1/2 î÷êà, çà ïîðàæåíèå � 0 î÷êîâ. Â èòîãå âñå
øàõìàòèñòû íàáðàëè ðàçíîå ÷èñëî î÷êîâ. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü ó÷àñòíèê,
ó êîòîðîãî êîëè÷åñòâî ïîáåä áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî íè÷üèõ.

(À. Õðàáðîâ)
4. Íà êàêèå öèôðû íå ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî

[x] + [3x] + [6x] ,

åñëè x > 0 � âåùåñòâåííîå ÷èñëî? (×åðåç [x] îáîçíà÷àåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü
x, ò. å. íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x.) (æþðè)

5. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ∠CBD = ∠CAB, ∠ACD =
∠ADB. Äîêàæèòå, ÷òî èç îòðåçêîâ BC, AD, AC ìîæíî ñëîæèòü ïðÿìî-
óãîëüíûé òðåóãîëüíèê. (À. Ñìèðíîâ)


