
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2004 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

II òóð. 9 êëàññ.

1. Ó÷èòåëüíèöà íàïèñàëà íà äîñêå 4 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà è ïîïðîñèëà
äåòåé ïåðåìíîæèòü ïåðâûå äâà è ïîñëåäíèå äâà. Íî äåâî÷êà Ìàøà âñå ïåðåïóòàëà
è ñëîæèëà ïåðâûå äâà, à òàêæå ïîñëåäíèå äâà. Ïðè ýòîì ó íåå ïîëó÷èëèñü òàêèå æå
îòâåòû, êàê ó îòëè÷íèöû Êàòè. Êàêèå ÷èñëà íàïèñàëà íå äîñêå ó÷èòåëüíèöà?

(Ô. Íàçàðîâ)
2. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. B1, C1 � îñíîâàíèÿ âûñîò èç âåð-

øèí B, C ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà D � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà èç B1 íà AB, E �
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç èç òî÷êè D íà ñòîðîíó BC, ñ îò-
ðåçêîì BB1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ EC1 ïàðàëëåëüíà AC. (À. Ôåäîòîâ)

3. Äàíî 25-çíà÷íîå ÷èñëî áåç äåâÿòîê â äåñÿòè÷íîé çàïèñè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî
óâåëè÷èòü íà 1 äâå åãî îäèíàêîâûå öèôðû òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ÷èñëî íå äåëèëîñü
íà 7. (Ê. Êîõàñü)

4. Â êâàäðàòå 100×100 îòìå÷åíû k êëåòîê òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè ëþáîì ðàçðå-
çàíèè êâàäðàòà ïî ëèíèÿì ñåòêè íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà îäèí èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ
ñîäåðæèò õîòÿ áû 100 îòìå÷åííûõ êëåòîê. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè k ýòî
âîçìîæíî? (Ñ. Èâàíîâ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îëèìïèàäà 2004 ãîäà. II òóð. 9 êëàññ. Âûâîäíàÿ àóäèòîðèÿ.
5. Òðè ïðîñòûõ ÷èñëà òàêîâû, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ èç íèõ � òî÷íûé

êâàäðàò, óâåëè÷åííûé íà 6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ýòèõ ïðîñòûõ ÷èñåë � êâàäðàò,
óâåëè÷åííûé íà 9. (Â. Ôðàíê, Ô. Ïåòðîâ)

6. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD íà ñòîðîíàõ AB è BC íàøëèñü òî÷-
êè K è L ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå ÷òî ∠ADK = ∠CDL. Îòðåçêè AL è CK ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî ∠ADP = ∠BDC. (À. Ñìèðíîâ)

7. Â êëóáå �Íàðîäíûå Áîãàòñòâà� ñîñòîÿò 15 îëèãàðõîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ÿâ-
ëÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé äåëîâûìè ïàðòíåðàìè. Àíàëèçèðóÿ ôèíàíñîâûå èòîãè 2003 ã.,
Ñ÷åòíàÿ ïàëàòà îòìåòèëà, ÷òî â íà÷àëå ãîäà ñîñòîÿíèå êàæäîãî èç ÷ëåíîâ êëóáà áû-
ëî íå ìåíüøå ÷åòâåðòè ñóììàðíîãî ñîñòîÿíèÿ âñåõ åãî ïàðòíåðîâ, à óæå â äåêàáðå
ñîñòîÿíèå êàæäîãî ÷ëåíà êëóáà ñòàëî ìåíüøå ÷åòâåðòè ñóììàðíîãî ñîñòîÿíèÿ âñåõ
åãî ïàðòíåðîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êòî-òî èç îëèãàðõîâ çàâåë â 2003 ã. íîâûå äåëîâûå
êîíòàêòû. (Ñ. Èâàíîâ)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2004 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

II òóð. 10 êëàññ.

1. Äàíî íåñêîëüêî êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ. Êàæäûé èç íèõ èìååò äâà êîðíÿ, à
ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ íå èìååò êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ýòèõ òðåõ÷ëåíîâ èìååò
õîòÿ áû îäèí êîðåíü. (Ñ. Áåðëîâ, Ñ. Èâàíîâ)

2. Äàíî 25-çíà÷íîå ÷èñëî áåç äåâÿòîê â äåñÿòè÷íîé çàïèñè. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî
óâåëè÷èòü íà 1 äâå åãî îäèíàêîâûå öèôðû òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ÷èñëî íå äåëèëîñü
íà 7. (Ê. Êîõàñü)

3. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êèK è L ñîîòâåòñòâåí-
íî òàê, ÷òîKB = LC. Òî÷êàX ñèììåòðè÷íàK îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñòîðîíû AC,
òî÷êà Y ñèììåòðè÷íà L îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñòîðîíû AB. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿ-
ìàÿ, ñîäåðæàùàÿ áèññåêòðèñó óãëà A, äåëèò îòðåçîê XY ïîïîëàì. (Æþðè)

4. Â êâàäðàòå 100×100 îòìå÷åíû k êëåòîê òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè ëþáîì ðàçðå-
çàíèè êâàäðàòà íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà ïî ëèíèÿì ñåòêè îäèí èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ
ñîäåðæèò õîòÿ áû 100 îòìå÷åííûõ êëåòîê. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè k ýòî
âîçìîæíî? (Ñ. Èâàíîâ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îëèìïèàäà 2004 ãîäà. II òóð. 10 êëàññ. Âûâîäíàÿ àóäèòîðèÿ.
5. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íåêîòîðàÿ îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîíû AC â òî÷-

êå B1 è ïðîäîëæåíèé ñòîðîí AB è BC â òî÷êàõ C1 è A1 ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòü
ñ öåíòðîì â òî÷êå A è ðàäèóñîì AB1 âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ A1B1 â òî÷êå L.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè C1, A, B1 è ñåðåäèíà îòðåçêà LA1 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíî-
ñòè. (Ô. Áàõàðåâ)

6. Èç êàðòîíà âûðåçàíû äâà îäèíàêîâûõ ïðàâèëüíûõ 111-óãîëüíèêà. Âåðøèíû
êàæäîãî èç íèõ çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî 111 â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Äîêà-
æèòå, ÷òî èõ ìîæíî íàëîæèòü îäèí íà äðóãîé (âîçìîæíî, ïåðåâåðíóâ) òàê, ÷òîáû
íèêàêèå äâå âåðøèíû ñ îäèíàêîâûì íîìåðîì íå ñîâïàëè. (Ñ. Áåðëîâ)

7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: a1 = 1, à åñëè n > 2, òî an � ýòî íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå âñòðå÷àþ-
ùååñÿ ñðåäè ÷èñåë a1, . . . , an−1 è òàêîå, ÷òî a1 +a2 + · · ·+an äåëèòñÿ íà n. Äîêàæèòå,
÷òî aan = n ïðè âñåõ n. (Î. Èæáîëäèí)



ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2004 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

II òóð. 11 êëàññ.

1. Äàíî íåñêîëüêî êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò äâà êîðíÿ.
Ñóììà âñåõ ýòèõ òðåõ÷ëåíîâ ðàâíà 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ýòèõ òðåõ÷ëåíîâ íàéäóòñÿ
äâà, ðàçíîñòü êîòîðûõ èìååò êîðåíü. (Ñ. Áåðëîâ, Ñ. Èâàíîâ)

2. Â êâàäðàòå 100×100 îòìå÷åíû k êëåòîê òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè ëþáîì ðàçðå-
çàíèè êâàäðàòà ïî ëèíèÿì ñåòêè íà äâà ïðÿìîóãîëüíèêà îäèí èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ
ñîäåðæèò õîòÿ áû 100 îòìå÷åííûõ êëåòîê. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì çíà÷åíèè k ýòî
âîçìîæíî? (Ñ. Èâàíîâ)

3. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êèK è L ñîîòâåòñòâåí-
íî òàê, ÷òîKB = LC. Òî÷êàX ñèììåòðè÷íàK îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñòîðîíû AC,
òî÷êà Y ñèììåòðè÷íà L îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñòîðîíû AB. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿ-
ìàÿ, ñîäåðæàùàÿ áèññåêòðèñó óãëà A, äåëèò îòðåçîê XY ïîïîëàì. (Æþðè)

4. Òðè ïðîñòûõ ÷èñëà òàêîâû, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ èç íèõ � òî÷íûé
êâàäðàò, óâåëè÷åííûé íà 6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ýòèõ ïðîñòûõ ÷èñåë � òî÷íûé
êâàäðàò, óâåëè÷åííûé íà 9. (Â. Ôðàíê, Ô. Ïåòðîâ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îëèìïèàäà 2004 ãîäà. II òóð. 11 êëàññ. Âûâîäíàÿ àóäèòîðèÿ.
5. Íà ñòîðîíàõ AC è BC òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êè P è Q ñîîòâåò-

ñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî AB = AP = BQ = 1, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ AQ è BP
ëåæèò íà âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Íàéäèòå ïåðèìåòð 4ABC.

(Ê. Êîõàñü, Ä. Êàðïîâ)
6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (an)n∈N òàêîâà, ÷òî a1 = 1, à äëÿ n ≥ 2

an � ýòî íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå âñòðå÷àþùååñÿ ñðåäè ÷èñåë a1, . . . , an−1

è òàêîå, ÷òî a1 + a2 + · · ·+ an äåëèòñÿ íà n. Äîêàæèòå, ÷òî aan = n. (Î. Èæáîëäèí)
7. Ëþáûå äâå èç 100 âîëåéáîëüíûõ êîìàíä ñûãðàëè ìåæäó ñîáîé ðîâíî îäèí

ìàò÷. Äîêàæèòå, ÷òî êîìàíäàì ìîæíî ïðèñâîèòü îáîçíà÷åíèÿ A1, A2, . . . , A100 òàêèì
îáðàçîì, ÷òî A1 âûèãðàëà ó A2, A2 âûèãðàëà ó A3, . . . , A99 âûèãðàëà ó A100 è A1

âûèãðàëà ó A100. (Ñ. Áåðëîâ)


