
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2003 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

I òóð. 6 êëàññ.

1. Cîñòàâüòå èç öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 òðè òðåõçíà÷íûõ ÷èñëà
òàê, ÷òîáû ñóììà äâóõ ÷èñåë ðàâíÿëàñü òðåòüåìó è ïðè ýòîì ó îäíîãî
èç ýòèõ ÷èñåë öèôðà äåñÿòêîâ áûëà ðàâíà 8. (Êàæäóþ öèôðó íóæíî
èñïîëüçîâàòü îäèí ðàç.) (À. Õðàáðîâ)

2. Ãîëîäíûå Ìàëûø è Êàðëñîí ñúåëè òîðò è ñòàëè ñûòûìè. Èçâåñò-
íî, ÷òî ãîëîäíûé Êàðëñîí ëåã÷å ñûòîãî Ìàëûøà, à ñûòûé Êàðëñîí âåñèò
ñòîëüêî æå, ñêîëüêî äâà ãîëîäíûõ Ìàëûøà. ×òî âåñèò áîëüøå: òîðò èëè
ãîëîäíûé Ìàëûø? Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü ñâîé îòâåò. (Ê. Êîõàñü)

3. Â øêîëå, ãäå ó÷èòñÿ áîëüøå 225, íî ìåíüøå 245 ó÷åíèêîâ,
÷àñòü ó÷åíèêîâ ÿâëÿþòñÿ îòëè÷íèêàìè, à îñòàëüíûå � õîðîøèñòà-
ìè. Ïîñëå ñëîæíîé êîíòðîëüíîé ðàáîòû 2/7 îòëè÷íèêîâ ñòàëè õî-
ðîøèñòàìè, à õîðîøèñòû òàê è îñòàëèñü õîðîøèñòàìè çà èñêëþ÷å-
íèåì îäíîãî ÷åëîâåêà, êîòîðûé ñòàë òðîå÷íèêîì. Ïðè ýòîì õîðî-
øèñòîâ è îòëè÷íèêîâ ñòàëî ïîðîâíó. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ ìîãëî áûòü
â øêîëå? Ïðèâåäèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû îò-
âåòà.

4. Ñàøà çàìåòèë, ÷òî åñëè èç ïðÿìîóãîëüíè-
êà 7 × 9 âûðåçàòü ëþáóþ âíóòðåííþþ êëåò-
êó è îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïðÿìîóãîëüíèêà ðàçðå-
çàòü íà 6 ÷àñòåé òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå,
òî èç ýòèõ 6 ÷àñòåé íå óäàåòñÿ ñîñòàâèòü ïðÿìî-
óãîëüíèê. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó.
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I òóð. 7 êëàññ.

1. Ïðèäóìàéòå äåâÿòèçíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, â çàïèñè êîòîðîãî
ïðèñóòñòâóåò õîòÿ áû îäíà åäèíèöà, õîòÿ áû îäíà òðîéêà è õîòÿ áû îäíà
ñåìåðêà, è òàêîå, ÷òî:

� åñëè â íåì âû÷åðêíóòü âñå åäèíèöû, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ
íà 73;

� åñëè â íåì âû÷åðêíóòü âñåõ òðîéêè, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ
íà 71;

� åñëè â íåì âû÷åðêíóòü âñå ñåìåðêè, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ
íà 13. (Ê. Êîõàñü)

2. Â ðîùå ðàñòóò 18 äóáîâ. Íà íèõ ïîðîâíó æåëóäåé. Ïîäóë âå-
òåð è ñ íåêîòîðûõ äóáîâ îñûïàëèñü æåëóäè: ñ êàêèõ-òî � ðîâíî ïî-
ëîâèíà, ñ êàêèõ-òî � ðîâíî òðåòü, ñ îñòàëüíûõ æå íè÷åãî íå óïàëî.

A B

C

Ïðè ýòîì ñî âñåõ äóáîâ âìåñòå óïàëà ðîâ-
íî îäíà äåâÿòàÿ ÷àñòü âñåõ æåëóäåé. Ñî
ñêîëüêèõ äóáîâ æåëóäè íå óïàëè?

(À. Õðàáðîâ)
3. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC

ðàçðåçàí ïðÿìûìè ëèíèÿìè íà 7 ðàâíî-
ñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ è 3 ðàâíîñòîðîí-
íèõ øåñòèóãîëüíèêà. Ñïðàâà ïðèâåäåí èñ-
êàæåííûé ÷åðòåæ ýòîãî ðàçáèåíèÿ, â êî-
òîðîì ìíîãèå ïðÿìûå ëèíèè èñêðèâëåíû.
Ó êàêîãî çàêðàøåííîãî òðåóãîëüíèêà ñòî-
ðîíà íà ñàìîì äåëå áîëüøå � ó ïðèëåãàþ-
ùåãî ê âåðøèíå A èëè ê âåðøèíå C?

(Ê.Êîõàñü, Ð.Ñåìèçàðîâ)
4. Â Áðàçèëèè æèâåò ìíîãî-ìíîãî äèêèõ îáåçüÿí. Êàæäûé ãîä 2 ÿí-

âàðÿ âñåõ îáåçüÿí ïåðåñ÷èòûâàþò. Â 1999 ã. êîëè÷åñòâî îáåçüÿí óâåëè÷è-
ëîñü ïî ñðàâíåíèþ ñ 1998 ã. ðîâíî íà 5%. È â 2000�2003 ãã. ïðèðîñò ïîãî-
ëîâüÿ îáåçüÿí êàæäûé ãîä òîæå ñîñòàâëÿë ðîâíî 5%, ïðè÷åì ïî äàííûì
ïåðåïèñè 2003 ã. â ñòðàíå ïðîæèâàëî íå áîëåå 5 000 000 äèêèõ îáåçüÿí.
Ñêîëüêî äèêèõ îáåçüÿí æèëî â Áðàçèëèè 2 ÿíâàðÿ 2003 ãîäà?

(Ê. Êîõàñü)
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I òóð. 8 êëàññ.

1. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü â òàáëèöå 3× 3 äåâÿòü ðàçëè÷íûõ ÷åòûðåõ-
çíà÷íûõ ÷èñåë òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ êëåòêàõ
äåëèëàñü íàöåëî íà 2003? (Ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ êëåòêè òàáëèöû, ïðè-
ìûêàþùèå äðóã ê äðóãó ïî ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè.)

2. Äàí âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Ñåðåäèííûé ïåðïåíäè-
êóëÿðû ê äèàãîíàëÿì BD è AC ïåðåñåêàþò ñòîðîíó AD â òî÷êàõ X è Y
ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì X ëåæèò ìåæäó A è Y . Îêàçàëîñü, ÷òî ïðÿìûå
BX è CY ïàðàëëåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå BD è AC ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû. (Ñ. Áåðëîâ)

3. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n åñòü òàêèå äâà ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëÿ a è b, ÷òî

(a− 1)(b + 2) = n− 2 .

Äîêàæèòå, ÷òî 2n � êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
4. Íà îêðóæíîñòè äëèíû 101 ñì îòìå÷åíà 101 òî÷êà. Îòìå÷åííûå

òî÷êè äåëÿò îêðóæíîñòü íà ðàâíûå äóãè. Âàñÿ ïîñòàâèë â îäíó èç ýòèõ
òî÷åê ôèøêó è äâèãàåò åå ïî òàêèì ïðàâèëàì: çà îäèí õîä ìîæíî ïåðå-
äâèíóòü ôèøêó ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà 6, 7, 8, 9 èëè 10 ñì (ðàññòîÿíèå
èçìåðÿåòñÿ ïî îêðóæíîñòè), ïðè ýòîì ôèøêà äîëæíà îêàçàòüñÿ â îòìå-
÷åííîé òî÷êå, â êîòîðîé åùå íè ðàçó íå áûëà. Âàñÿ óæå ñäåëàë 45 õîäîâ.
Äîêàæèòå, ÷òî îí ñìîæåò ñäåëàòü åùå îäèí õîä.

5. Ó÷èòåëüíèöà íàïèñàëà íà äîñêå â ðÿä 13 ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî
öåëûõ), ïðè÷åì êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî áîëüøå ïðåäûäóùåãî íà îäíó
è òó æå âåëè÷èíó. Êàæäûé ó÷åíèê âû÷èñëèë ñóììó êàêèõ-òî òðåõ èç
íàïèñàííûõ ÷èñåë. Îäèí èç ó÷åíèêîâ ïîëó÷èë â îòâåòå 0, äðóãîé � 31

2
,

à òðåòèé � 61
3
. Äîêàæèòå, ÷òî êòî-òî èç íèõ îøèáñÿ.
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I òóð. 9 êëàññ.

1. Ìîäóëü ðàçíîñòè êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ax2 + bx + c íå
ìåíüøå 10. Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü ðàçíîñòè êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ-
÷ëåíà ax2 + 2bx + 3c áîëüøå 17. (À. Õðàáðîâ)

2. Â ðîùå ðîñëè ñîñíû, êåäðû è ëèñòâåííèöû, ïðè÷åì íà âñåõ äå-
ðåâüÿõ áûëî ïîðîâíó øèøåê. Ïîäóë ëåãêèé âåòåðîê è íåñêîëüêî øèøåê
óïàëî íà çåìëþ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñ êàæäîé ñîñíû óïàëî ðîâíî 11% åå
øèøåê, ñ êàæäîãî êåäðà � ðîâíî 54%, à ñ êàæäîé ëèñòâåííèöû � ðîâ-
íî 97%. Ïðè ýòîì ñî âñåõ äåðåâüåâ âìåñòå óïàëî ðîâíî 30% âñåõ âèñåâøèõ
íà íèõ øèøåê. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî äåðåâüåâ â ðîùå äåëèòñÿ íà
43. (À. Õðàáðîâ)

3. Íà îêðóæíîñòè äëèíû 101 ñì îòìå÷åíà 101 òî÷êà. Îòìå÷åííûå
òî÷êè äåëÿò îêðóæíîñòü íà ðàâíûå äóãè. Âàñÿ ïîñòàâèë â îäíó èç ýòèõ
òî÷åê ôèøêó è äâèãàåò åå ïî òàêèì ïðàâèëàì: çà îäèí õîä ìîæíî ïåðå-
äâèíóòü ôèøêó ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà 6, 7, 8, 9 èëè 10 ñì (ðàññòîÿíèå
èçìåðÿåòñÿ ïî îêðóæíîñòè), ïðè ýòîì ôèøêà äîëæíà îêàçàòüñÿ â îòìå-
÷åííîé òî÷êå, â êîòîðîé åùå íè ðàçó íå áûëà. Âàñÿ óæå ñäåëàë 45 õîäîâ.
Äîêàæèòå, ÷òî îí ñìîæåò ñäåëàòü åùå îäèí õîä.

4. Íà ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òàêèå òî÷êè M è N ,
÷òî CM = MN = = NB. Ê ñòîðîíå BC â òî÷êå N ïîñòðîåí ïåðïåíäè-
êóëÿð, ïåðåñåêàþùèé ñòîðîíó AB â òî÷êå K. Îêàçàëîñü, ÷òî ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà AMK â 4,5 ðàçà ìåíüøå ïëîùàäè èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.
Äîêàæèòå, ÷òî èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé.

5. Íàéäèòå âñå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

5[x2] + 5[x]− x2 − x = 2000 .
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I òóð. 10 êëàññ.

1. Ìîäóëü ðàçíîñòè êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ax2 + bx + c íå
ìåíüøå 10. Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü ðàçíîñòè êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ-
÷ëåíà ax2 + 2bx + 3c áîëüøå 17. (À. Õðàáðîâ)

2. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü ÷èñëà −11, −10, −9, . . . , 13, 14 â âåðøèíàõ,
íà ðåáðàõ è íà ãðàíÿõ êóáà (ó êóáà 8 âåðøèí, 12 ðåáåð è 6 ãðàíåé) òàê,
÷òîáû ÷èñëî íà ëþáîì ðåáðå êóáà ðàâíÿëîñü ñóììå ÷èñåë, ñòîÿùèõ â åãî
êîíöàõ, à ÷èñëî íà ëþáîé ãðàíè ýòîãî êóáà ðàâíÿëîñü ñóììå ÷åòûðåõ
÷èñåë, ñòîÿùèõ íà åå ñòîðîíàõ? (Ô. Áàõàðåâ)

3. Íà îêðóæíîñòè äëèíû 101 ñì îòìå÷åíà 101 òî÷êà. Îòìå÷åííûå
òî÷êè äåëÿò îêðóæíîñòü íà ðàâíûå äóãè. Âàñÿ ïîñòàâèë â îäíó èç ýòèõ
òî÷åê ôèøêó è äâèãàåò åå ïî òàêèì ïðàâèëàì: çà îäèí õîä ìîæíî ïåðå-
äâèíóòü ôèøêó ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå íà 6, 7, 8, 9 èëè 10 ñì (ðàññòîÿíèå
èçìåðÿåòñÿ ïî îêðóæíîñòè), ïðè ýòîì ôèøêà äîëæíà îêàçàòüñÿ â îòìå-
÷åííîé òî÷êå, â êîòîðîé åùå íè ðàçó íå áûëà. Âàñÿ óæå ñäåëàë 45 õîäîâ.
Äîêàæèòå, ÷òî îí ñìîæåò ñäåëàòü åùå îäèí õîä.

4. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê äèàãîíàëÿì BD è AC âïèñàííî-
ãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþò ñòîðîíó AD â òî÷êàõ X è Y
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà ñòîðîíû BC ðàâíîóäàëåíà îò
ïðÿìûõ BX è CY . (Ñ. Áåðëîâ)

5. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 100 ðàçäåëèëè ñ îñòàòêîì íà 10, 35 è 42.
Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 35 è 42 ðàâíà îñòàòêó îò
äåëåíèÿ íà 10. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n � ñîñòàâíîå. (À. Õðàáðîâ)
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I òóð. 11 êëàññ.

1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äåâÿòèçíà÷íîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, â äåñÿ-
òè÷íîé çàïèñè êîòîðîãî èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà åäèíèöà, õîòÿ áû îäíà
ïÿòåðêà è õîòÿ áû îäíà äåâÿòêà, è òàêîå ÷òî

� åñëè â íåì âû÷åðêíóòü âñå ïÿòåðêè, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ
íà 13;

� åñëè â íåì âû÷åðêíóòü âñå äåâÿòêè, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ
íà 17;

� åñëè â íåì âû÷åðêíóòü âñå åäèíèöû, òî ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ
íà 19. (Ê. Êîõàñü)

2. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n åñòü òàêèå äâà ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëÿ a è b, ÷òî

(a− 1)(b + 2) = n− 2 .

Äîêàæèòå, ÷òî 2n � êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
3. Êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå A ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà

ABC ïåðåñåêàåò ïðîäîëæåíèå ñòîðîíû BC çà òî÷êó B â òî÷êå K. L �
ñåðåäèíà AC, òî÷êà M íà îòðåçêå AB òàêîâà, ÷òî ∠AKM = ∠CKL.
Äîêàæèòå, ÷òî MA = MB. (Ô. Áàõàðåâ)

4. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíû 40 òî÷åê è íàðèñîâàíû 5 òðåóãîëüíèêîâ
ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ. Òðåóãîëüíèêè íå ïåðåñåêàþòñÿ, â òîì ÷èñëå,
íå èìåþò îáùèõ âåðøèí. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî íàðèñîâàòü åùå îäèí
òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ òàê, ÷òîáû îí íå èìåë
îáùèõ òî÷åê ñ óæå íàðèñîâàííûìè òðåóãîëüíèêàìè.

(Ê.Êîõàñü, Å.Ñîïêèíà)
5. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f(x), çàäàííîé ïðè âñåõ

âåùåñòâåííûõ x è ïðèíèìàþùåé âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, òàêîé ÷òî äëÿ
âñåõ öåëûõ x

f(−x2 + 3x + 1) = f 2(x) + 2 .

(Ô. Ïåòðîâ)


