
ÑÀÍÊÒ-ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÀß
ÎËÈÌÏÈÀÄÀ ØÊÎËÜÍÈÊÎÂ 2003 ãîäà ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÅ

Îòáîðî÷íûé òóð. 9 êëàññ.

1. Äåñÿòü øêîëüíèêîâ ñòîÿò â ðÿä. Êàæäóþ ìèíóòó êàêèå-òî äâîå ñîñåäíèõ
øêîëüíèêîâ ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âûÿñíèëîñü, ÷òî êàæäûé èç
øêîëüíèêîâ óñïåë ïîáûâàòü íà ïåðâîì è ïîñëåäíåì ìåñòàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîøëî
íå ìåíåå 65 ìèíóò. (Ñ. Áåðëîâ)

2. Äàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, äèàãîíàëè êîòîðîãî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå L.
Íà ñòîðîíå AD ëåæèò òàêàÿ òî÷êà F , ÷òî ∠FBC = 2∠FAC, ∠FCB = 2∠FDB,
∠AFB = ∠DFC. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå AB, CD è FL ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

(Ô. Áàõàðåâ)
3. Äâà ñóìàñøåäøèõ ãåîìåòðà ïî î÷åðåäè îòìå÷àþò òî÷êè íà ïëîñêîñòè, ïðè÷åì

ïîñëå êàæäîãî õîäà ëþáûå òðè îòìå÷åííûå òî÷êè äîëæíû îáðàçîâûâàòü òðåóãîëüíèê
ïëîùàäüþ íå ìåíüøå 1 è íå áîëüøå 1000. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü
õîä. Êòî èç ãåîìåòðîâ èìååò âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ? (Ô. Ïåòðîâ)

4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî n! îáëàäàåò ñâîéñòâîì: ê
ëþáîìó åãî äåëèòåëþ, îòëè÷íîìó îò ñàìîãî n!, ìîæíî ïðèáàâèòü òàêîé äåëèòåëü n!,
÷òî ñóììà ñíîâà áóäåò äåëèòåëåì n!.

(À. Ãîëîâàíîâ, À. Õðàáðîâ, Ä. Ðîñòîâñêèé, Ñ. Èâàíîâ)
5. Ðåáðà ãðàôà ïîêðàøåíû â ÷åòûðå öâåòà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ó ëþáîãî ïóòè èç

òðåõ ðåáåð ïåðâîå è òðåòüå ðåáðî ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà (íà÷àëî è êîíåö ïóòè
ìîãóò ñîâïàäàòü). Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû ýòîãî ãðàôà ìîæíî ïîêðàñèòü â ïÿòü
öâåòîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ëþáûå äâå ñîåäèíåííûå ðåáðîì âåðøèíû áûëè ïîêðàøåíû
â ðàçíûå öâåòà. (Ñ. Áåðëîâ, Ä. Êàðïîâ, À. Ïàñòîð)

6. Òî÷êà K � ñåðåäèíà ÷åâèàíû AD òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êà X íà îòðåçêå
KC òàêàÿ, ÷òî ∠ABK = ∠XBC. Îêàçàëîñü, ÷òî KX · BD = CX · CD. Äîêàæèòå,
÷òî ∠BAX = ∠BCX. (Ô. Áàõàðåâ)

7. Ó äåäà Ìîðîçà åñòü n ðàçëè÷íûõ ïîäàðêîâ è íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ ìåøêîâ.
Â êàæäîì ìåøêå ëåæàò ðîâíî äâà ïðåäìåòà (äâà ìåøêà, äâà ïîäàðêà èëè ìåøîê è
ïîäàðîê). Â ÷àñòíîñòè, òîò åäèíñòâåííûé ìåøîê, êîòîðûé äåä Ìîðîç äåðæèò íà ïëå-
÷å, òîæå ñîäåðæèò äâà ïðåäìåòà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü ïîäàðêè
ïî ìåøêàì? (Ê. Êîõàñü)

8. Äëÿ ÷èñåë a1, . . . , a10 è b1, . . . , b10 äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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(McLaughlin H. W.)
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Îòáîðî÷íûé òóð. 10 êëàññ.

1. Äàí êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí f(x) = x2 + ax + b. Íà îòðåçêå (0, 1) âçÿòà òàêàÿ
òî÷êà p, ÷òî p 6= −a

2
è f(b− f(p)) > f(p). Äîêàæèòå, ÷òî íà îòðåçêå (0, 1) íàéäåòñÿ

òàêàÿ òî÷êà q 6= p, ÷òî f(p) = f(q). (À. Õðàáðîâ)
2. Íà äèàãîíàëè AC âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD âçÿòà òî÷êà L òàêàÿ,

÷òî AB = AL. Íà ëó÷å DC âçÿòà òî÷êà F òàêàÿ, ÷òî DB = DF . Òî÷êà E ñèììåò-
ðè÷íà B îòíîñèòåëüíî AD. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè F , L è E ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

(Ô. Áàõàðåâ)
3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è d òàêîâû, ÷òî n! ... d è d < n!. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ

òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî f , ÷òî n! ... f è n! ... d+ f (n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n).
(À. Ãîëîâàíîâ, À. Õðàáðîâ, Ä. Ðîñòîâñêèé, Ñ. Èâàíîâ)

4. Íà îäíîé èç âåðøèí ïðàâèëüíîãî 4006-óãîëüíèêà ñòîèò ôèøêà. Äâà èãðîêà
èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó: ñíà÷àëà ïåðâûé èãðîê îòìå÷àåò îäíó èç âåðøèí 4006-
óãîëüíèêà. Ïîñëå ýòîãî îíè ïî î÷åðåäè ïåðåìåùàþò ôèøêó ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:
ôèøêó ìîæíî ïåðåìåùàòü ëèáî ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè, ëèáî ïî êðàò÷àéøåé (ò. å. ñî-
åäèíÿþùåé äâå âåðøèíû, èäóùèå ÷åðåç îäíó) äèàãîíàëè 4006-óãîëüíèêà. Ïðè ýòîì
íåëüçÿ âîçâðàùàòü ôèøêó â òó âåðøèíó, èç êîòîðîé îíà òîëüêî ÷òî ïðèøëà. Äîêà-
æèòå, ÷òî âòîðîé èãðîê âñåãäà ñìîæåò ñâîèì õîäîì ïîñòàâèòü ôèøêó â îòìå÷åííóþ
ïåðâûì èãðîêîì âåðøèíó. (À. Äþáèíà)

5. Òî÷êà K � ñåðåäèíà ÷åâèàíû AD òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êà X íà îòðåçêå KC
òàêàÿ, ÷òî ∠ABK = ∠XBC. Îêàçàëîñü, ÷òî SAKC = SKBX . Äîêàæèòå, ÷òî ∠BAX =
∠BCX. (Ô. Áàõàðåâ)

6. Íà äîñêå íàïèñàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñ íèì ìîæíî ïðîäåëûâàòü ñëåäóþùóþ
îïåðàöèþ: âû÷åñòü 1 èç âñåõ åãî íåíóëåâûõ öèôð, ïîñëå ÷åãî äîïèñàòü â êîíöå ÷èñëà
êîëè÷åñòâî ýòèõ åäèíèö. (Íàïðèìåð, 11011321 → 2107.) Èç êàêèõ âîñüìèçíà÷íûõ
÷èñåë ïðè ïîìîùè íåñêîëüêèõ òàêèõ îïåðàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëî 7?

(À. Ïàñòîð)
7. Ðåáðà ãðàôà ïîêðàøåíû â ÷åòûðå öâåòà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ó ëþáîãî ïóòè èç

òðåõ ðåáåð ïåðâîå è òðåòüå ðåáðî ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà (íà÷àëî è êîíåö ïóòè
ìîãóò ñîâïàäàòü). Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû ýòîãî ãðàôà ìîæíî ïîêðàñèòü â ÷åòûðå
öâåòà ïðàâèëüíûì îáðàçîì (ò. å. òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå ñîåäèíåííûå ðåáðîì âåðøèíû
áûëè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà). (Ñ. Áåðëîâ, Ä. Êàðïîâ, À. Ïàñòîð)

8. Íàéäèòå âñå òàêèå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b > 1, ÷òî ab− 1 äåëèòñÿ íà ba.
(Ô. Ïåòðîâ)
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Îòáîðî÷íûé òóð. 11 êëàññ.

1. Ïðè êàêèõ k èç ôèãóðîê, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé òðè ñòîðîíû åäèíè÷íîãî
êâàäðàòèêà, ìîæíî ñëîæèòü êàðêàñ êëåò÷àòîãî êâàäðàòà k×k, ðàçáèòîãî íà åäèíè÷-
íûå êâàäðàòèêè? (Ô. Áàõàðåâ)

2. Óãîë ðàçäåëåí âûõîäÿùèìè èç åãî âåðøèíû ëó÷àìè íà 2n + 1 ðàâíûõ óãëîâ.
Ýòè óãëû âûñåêàþò íà íåêîòîðîé ïðÿìîé 2n+ 1 îòðåçîê. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äëèí
1-ãî, 3-ãî, . . . , (2n+ 1)-ãî îòðåçêîâ áîëüøå ñóììû äëèí îñòàëüíûõ îòðåçêîâ.

(Ê. Êíîï)
3. Íà äîñêå íàïèñàíû òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà. Ðàçðåøàåòñÿ ïðèáàâèòü ê îäíîìó

èç íèõ äðóãîå è íàïèñàòü íà äîñêó ñóììó, ñòåðåâ îäíî èç ñëàãàåìûõ (íàïèðìåð, èç
òðîéêè 8, 9, 10 ìîæíî ïîëó÷èòü òðîéêó 8, 19, 10). Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äîáèòüñÿ
òîãî, ÷òîáû êàêèå-òî äâà íàïèñàííûõ íà äîñêå ÷èñëà áûëè ðàâíû. (Ñ. Èâàíîâ)

4. Ìîæíî ëè ôóíêöèþ f(x) = 2x + 3x + 9x ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû êîíå÷íîãî
÷èñëà âåùåñòâåííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé? (Ôîëüêëîð)

5. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì áåñêîíå÷íîì ïîäìíîæåñòâå íàòóðàëüíîãî ðÿäà íàé-
äóòñÿ äâà ýëåìåíòà, ñóììà êîòîðûõ èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü, áîëüøèé ìèëëèîíà.

(Ô. Ïåòðîâ)
6. Â ãîñóäàðñòâå 2003 ãîðîäà. Îíè ñîåäèíåíû äîðîãàìè ñ äâóñòîðîííèì äâèæå-

íèåì òàê, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ãîðîäàìè åñòü åäèíñòâåííûé ïóòü; ïðè÷åì îí
ïðîõîäèò íå áîëåå, ÷åì ïî 8 äîðîãàì. Ãîðîä íàçûâàåòñÿ çàõîëóñòíûì, åñëè èç íåãî
âûõîäèò íå áîëåå 8 äîðîã. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ãîðîä, ñîåäèíåííûé êàê ìèíèìóì
ñ 8 çàõîëóñòíûìè ãîðîäàìè. (À. Ïàñòîð)

7. Â òðåóãîëüíèêå ABC îêàçàëîñü, ÷òî 3AC = AB+BC. Âïèñàííàÿ â òðåóãîëü-
íèê îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ñòîðîí AB è BC â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî. DK è
LE � äèàìåòðû âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ
AE è CD ñ ïðÿìîé KL ðàâíîóäàëåíû îò ñåðåäèíû AC. (Ô. Áàõàðåâ)

8. Â ïðîñòðàíñòâå îòìå÷åíî 1000n3 òî÷åê, n ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâà
òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ, îòíîøåíèå ïëîùàäåé êîòîðûõ íå ìåíüøå n.

(Ô. Ïåòðîâ)


